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كتب أخرى فى 
سلسلة ملخصات شوم إيزَى 


ملخص شوم إيزى : الفيزياء العامة 

ملخص شوم إيزى : الفيزياء التطبيقية 
ملخص شوم إيرى : الكهرومغناطيسيات 
ملخص شوم إيزى : الكيمياء العامة 

ملخص شوم إيرى : الكيمياء العضوية 

ملخص شوم إيزى : البيولوجيا 

ملخص شوم إيرى : البيولوجيا الجزيئية وبيولوجيا الخلية 
ملخص شوم إيزى : الوراثة 

ملخص شوم إيزى : الجبر العام 

ملخص شوم إيزى : الجبر الأساسى 

ملخص شوم اإيزى : الهندسة 

ملخص شوم إيزى : الإحصاء 

ملخص شوم إيزى : الاحتمالات والإحصاء 
ملخص شوم إيرَى : حساب التفاضل والتكامل 
ملخص شوم إيزى : مبادئ التفاضل والتكامل 
ملخص شوم إيزى : حساب المثلثات 

ملخص شوم إيزى : مرجع رياضى لأهم القوانين والجداول 
ملخص شوم إيرى : البرمجة بلغة +0) 
ملخص شوم إيزى : البرمجة بلغة 4174ل 
ملخص شوم إيرى : أساسيات الكهرباء 

ملخص شوم إيرى : مبادئ الافتصاد 

ملخص شوم إيزى : الإحصاء التجارى 

ملخص شوم إيزى : مبادئ المحاسبة 

ملخص شوم إيزى : مقدمة فى علم النفس 


سيفوو انكس اجن أعما هم الفدرس بشافعة عفين و كان مسابنا 
يقوم بالتدريس فى المعهد الهندسى ببروكلين. حصل على درجة الدكتوراه فى 
0 من معهد كورانت لعلوم الرياضيات بجامعة نيويورك. وهو أحد 
المؤلفين الأساسيين لسلسلة شوم. كتب ملخصات شوم فى مبادئ الجبر 
الخطىء الرياضيات المتقطعة: الاحتمالات» التوبولويحى العامء الرياضيات 
المنتهية» نظرية الفئات. 


درجة الدكتوراه فى المالية فى 1994 من جامعة ميشجان. هو مؤلف مشارك 
مع سيمور ليبشتز لسلسلة شوم فى الرياضيات المتقطعة والاحتمالات. 


يحورج هاديمينوس: قام بالتدريس فى جامعة دالاس وأجرى أبحاثا 
بالمركز الطبى لجامعة مساتشوستس وبجامعة كاليفورنيا بلوس أنجلوس. 
حصل على درجة البكالوريوس من جامعة الولاية بأنجلو ثم حصل على 
درجتى الماجستير والدكتوراه من جامعة تكساس بدالاس. هو مؤلف لعديد 
من الكتب فى سلسلة شوم وملخصات شوم إيزى. 


الفصل الأول 
الفصل الثانى 
الفصل الثالث 
الفصل الرابع 
الفصل الخامس 
الفصل السادس 
الفصل السابع 
الفصل الثامن 
الفصل التاسع 


قائمة المصطلحات العلمية (إنجليزى ‏ عربى) 


: الجبر البوليانى 527 
: اللغات؛ القواعد؛ الآلات 


© © © عد ها هه هه ووه هوه ودود وو سه 


© » م هسه م عه هعس هم م موده 


هو ©6 .م » مه وو و سه هه مه و .يه 


© # © ه© ها هأ ههه و هس و و وه مه .2ه 


؟ هو هوج موجه هج جه مم عم و ووه 


الفصل الأول | 


نظرية الفئات 
110177 561 


فى هذا الفصل: 
كم الفئات والعناصر 
كي الفئات الشاملة والفئات الخالية 
كي الفئات الجزئية 
كي مخططات قن 
كا العمليات على الفئات 
كن جبر الفئات والثنائية 
كا الفئات المنتهية, مبدأ العد 
كي فصول الفئات: فنات القوى, التجزىء 


الفئات والعناصر 15 2111 5ا5 
الفئة هى مجموعة من الأشياءء يقال لها عناصر 26516625 08 5اطع(ع[ع, 
وعادة انستخدم الحروف الكبيرة ... ,ا 2 ,8 ,4 كرموز للففات والحروف 
الصغيرة . . . ,نز ,* ,8 ,© كرموز لعناصر الفئات. 


والتقرير "م عنصر من الفئة 4" أو التقرير المكافى "م ينتمى إلى 2" 


يكدتب 
4ل > مر 
أما التقرير "م ليس عنصرًا فى 2"4 أى نفى التقربر 4 © م» فيكتب 
4 »© م 


حقيقة أن المجموعة تتحدد تحدييدًا كاملة إذا تم تحديد عناصرها 
تعرف باسم ميدأ المد. 


مبدأ المد 0 01 عامل مآ 


الفئتان 4 و2 متساويتانء إذاء وفقط إذاء احتوتا على نفس العناصر. 


نتحديد الفئات كا5 11156 1اعع م5 


توجد أساسًا طريقتان للتعبير عن الفئة. الطريقة الأولى تتلخص فى سرد 
عناصر الفئةء إذا كان ذلك ممكناء مثلا 


(لا ,0 ,1 بع ,3) ع 4ر 


تمثل الفئة التى عناصرها الحروف نا ,ه ,1 ,© ,8. لاحظ أن العناصر بينها 
فصلات (.) ومحتواة بين قوسين ( ). والطريقة الثانية أن تذكر الخواص التى 
تميز العناصر فى هذه الفئة. مثلا 

(0 < ع رعععع را معلا 30 15 ع« :1] ع 2 
وتقرأ "8 هى فتئة العناصر ور حيث + عدد صحيح زوجى وأكبر من الصفر". برمز 
ذلك للفئة 8 التى عناصرها الأعداد الزوجية الموجبة. وفى هذه الحالة يرمز 
حرف * لعنصر نمطى فى الففة و (:) 0102ه يقرأ "حيث" وأيضًا (,) 


00 5 
٠. ى‎ 


82 اتققرأ 


مسألة محلو له 1.1 
(6) الفئة السابقة 4 يمكن أيضا كتابتها كالآتى: 
(اع701 2 كذل ع راع 3ئام[2 اكتاعصط عطا صا ععلاع1 ج 15 عر :مرا ع لم 


أى أن 4 هى فئة الحروف المتحركة فى اللغة الإنجليزية. لاحظ أن 4 » طء 
م > ه, 4 »© م. 


(5) لا نستطيع سرد جميع عناصر الفئة 8 السابقة» بالرغم من أننا نحددها 
تمامًا فنكتب عادة 
(...,2,4,6) 8 
حيث يفترض أن كل شخص يعلم ماذا نقصد هناء وهو الاسترسال فى ذكر 
الأعداد الزوجية الموجبة. ونلاحظ أن 8 » 8 ولكن 8 »© 7-. 
(©) لتكن (2-0 +3- #2« :مع -ظ, أى أن 8 تتكون من الأعداد التى همى 
حلول للمعادلة 2-0 +3 ©م, أحيانا تسمى 5 فئة الحل 566 5011105 
للمعادلة المعطاة. ولأن حلول المعادلة هى 1, 2 يمكن كتابة (1,2) -8. 
©) لتكن (2+2-0نة- دم دظ, (2,1) >/ و (1,2 ,2,2 ,1) > 6, فإن 
© -م -5. ونلاحظ أن الفئة لا تعتمد على طريقة عرض عناصرها؛ أى 
أن الفعة تظل كما هى إذا تكررت عناصرها أو أعيد ترتيبها. 
1.1 معاطوع2 0ع16م0ك 


5 مع اما عط 2150 مقء 35010 4 أعو عط" (2) 
ااه 2 ذذعد راء 3م21 طوأاعصط عطا ضز معتاعء1 2 15 ع :م ] ع ىم 
4 © ملطة ,ف ع ع ,م ك2 طاغهقطا عبحعوا0 
طعناأهطااج 8غعء5 0م36 عطا 01 كامعدوعك عط 211 ؤذذا غهم 10نسوه عثالا (ط) 
8 ه59 أء5 عطا ب1اععم5 ع7 امع نانع1 


8<-12,4,6,...( 


-9 


8 أخقطا علترع5و06 .20272 ع1787 غأهطا 1201/5 ع00لاعنء أقطا 3551113 عبزا عرع طب 
.8 © 7 اناا 2 


ع1705) 01 20151515 2 ,178/0105 لإعطأا0 م1 . (0 ع 2 + ع3 - شير ير ع ور اعر1 0) 

5 0 - 2 + عر3 - شعر )دنالوه عط 01 1025ناآه5 عقة طاعتطي كمع طاطتام 

عط 01 501111015 عط عع512 .1136101ل0عء معلااع عغطا 01 اعد 1:ه110):امى عط 0ع11دء 
.(1,2) ع 8 مغ 2150 10نامء 786 ,2 320 1 ع3ة مم0 1أدنالوء 


2.1.2 ,2 ,1) - © 20هه (1 ,2) -/ , (0 - 2 + ع3 - 2م بعر ) ع 8 عر[ (4) 

طعقط/تة 1 823 عط ده 0تعمع0 غ20 5ع00 أع5 2 أهطا ع كزءع065 .2) ع رز ع نر ررعط1” 

-ع5 25 5ا2ء77رعاء 15 11 53102 ع1 52022125 أعو ذ .0ع:123م015 ع21 دامع طرعاء 115 
ع 01 262660 


لى يجب أن تعرف 


بعض الفئات يتكرر ذكرها ولذلك نستخدم بعض الرموز الخاصة للتعبير عنها 
فئة الأعداد الصحيحة الموجبة ...١‏ ,3 ,41.2 -21 
قنة ال غذاد المت حتحة .1-21-1012 
فئة الأعداد النسبية - © 
فئة الأعداد الحقيقة - 12 
فئة الأعداد المركبة - © 


وحتى إذا أمكننا سرد عناصر الففة فإن ذلك قد لا 
يكون عمليًا. فمثلاء لا تسرد عدد المواليد فى العالم 
خلال عام 1976 بالرغم من إمكانية حصر ذلك نظريًا. 
أى أننا نصف الفئة بسرد عناصرها فقط إذا كانت تحتوى على قليل من 
العناصر. أما فى غير ذلكء فإننا نصف الفئة بالخاصية التى تميز عناصرها. 


وحقيقة إنه يمكن وصف فئة بخاصية ما تعرف بمبدأ التجريد. 


- 8: - 


8 أقطا عبمعوط06) .2دع1 عا أهقط/ةا ولتامض]آ عمم نزملا )2 121ناد35 ع7 عععطيت 
.8 © 7 انا 8 


1505 01 0251515 2 ,2/0105 وعطأا0 م1 . (0 - 2 + ع3 - شر يع ) د ظ اع1 0) 

25 0 - 2 + عرق - عر و 1أوناوء عط 01 عممتانالهد ععة اعتطت ومعطصمتاح 

غطا 01 1085)نا501 ع8 عع2 51 .121008له لمعلااع عطا لأه أعى ارمةاينامى عط لعلادء 
.(1.2) - ع عابتا 3150 ل10نامء 796 ,2 300 1 ع22 152 دناوء 


)4( غير بع ) ع 8 امآ‎ - 32+ 2- 0( , /" - )2, 1( 300 © > )1. 2, 2,12٠ 

طعنطتت ما نزولا عغطا ده لمعمع0 غ20 5ع00 أاع5 2 أقطا ءنرءع05 .2) - خ/ جر وعط]1” 

-ع؟ عقة 616221215 15 11 5212 ع5 25 تأقتاع2؟ أعد كه .لع:123م15ل 235 كالعدرعاء 115 
.لمع مقككةع] 0 26260 


34 يجب أن تعرف 


بعض الفئات يتكرر ذكرها ولذلك نستخدم بعض الرموز الخاصة للتعبير عنها 
فئة الأعداد الصحيحة الموجبة (...,1.2,3) 24-2( 


فئة الأعداد الضحيحة ‏ 7 .. ,2 :1 ,0 ,1-..2- ...2:24 
فئة الأعداد النسبية < © 
فئة الأعداد الحقيقة > 12 
فئة الأعداد المركبة -© 


وحتى إذا أمكننا سرد عناصر الففة فإن ذلك قد لا 
يكون عمليًا. فمثلاًء لا نسرد عدد المواليد فى العالم 
خلال عام 1976 بالرغم من إمكانية حصر ذلك نظريًا. 
أى أننا نصف الفئة بسرد عناصرها فقط إذا كانت تحتوى على قليل من 
العناصر. أما فى غير ذلكء فإننا نصف الفئة بالخاصية التى تميز عناصرها. 
وحقيقة إنه يمكن وصف فئة بخاصية ما تعرف يمبدأ التجريد. 
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مبدأ العجريد ول 3 "اوعطق 01 عاررتعمتعط 
إذا أعطيت فئة 0 وأى خاصية 7, فإنه توجد فئة 4 عناصرها هى بالضبط 
عناصر الفئة ل التى تحقق الخاصية 7. 


الفئة الشاملة والفئة الخالية 
5 1م1122 320 أعذ5 لوكت علولا 
فى أى تطبيق لنظرية الفئاتء تكون عناصر كل الفئات تحت الفحص منتمية 
إلى فئة معينة كبيرة تسمى الفئة الشاملة. مثلاً فى الهندسة المستوية تتكون 
الفئة الشاملة من جميع النقط فى المستوى. وفى الدراسات السكانية فإن 
بالرمز 
2 
إلا إذا ذكر غير ذلك صراحة. 
بالنسبة لفئة ما 00 والخاصية 2, قد لا يوجد أى عنصر من '] يحقق 
الخاصية 7/. على سبيل المثال اعتبر الفئة 
(3 - غير روعوعاما ع/اأأأومم 2 15 ع :+ - 35 
هذه الفئة لا تحتوى على أية عناصر حيث لا يوجد عدد صحيح موجب له 
الخاصية المطلوية. تسمى الفئة التى لا تحتوى على أية عناصر بالفئة الخالية 
أو الفئة الصفرية )ع5 [أناط :0 697)م652 و برمز لها بالرمز 
2 
وتوجد فئة خالية وحيدة؛ أى أنه إذا كان كل من 5 و7 فئة خالية فإن 
7 -5 لأن لهما بالضبط نفس العناصرء بالتحديدء لا شىء. 


-11 


الفئات الجزئية 1 
إذا كان كل عنصر من الفئة 4 هو أيضًا عنصر من الفئة 8» فإن 4 تسمى فئة 
جزئية من 8, ونقول أيضًا أن الفعة 4 محتواة فى الفمئة 8 أو أن 8 تحتوى 
4. وتكتب هذه العلا قة 
م<ظ8ض أو 8 4 
مسألة محلولة 1.2 الففة (6 ,4 ,2) -85 هى فئة جزئية من الفعة 
(6,2,4) >5 حيث أن كل عدد 2, 4» 6 ينتمى إلى 5 ينتمى أيضًا إلى 
. وفى الحقيقة م -8. بالمثل يمكن إثبات أن كل فئة هى فئة جزئية من 
,2 ,6) -/ أع5 عط 01 أعوداناة 3 15 (6 ,4 ,2) - ظ اعد عط1 1.2 دع اطوعء لع؟لو5ك 
مآ .2 6 ذعمم1عط 2150 ط 0 ع مأعمماعط 6 لضهة ,4 ,2 :عنام أعوء ععرززة ,(4 


-5115 2 15 أع5 لرعلاكء )1112 لم5 ع2 تتقء 11 ,1112111161 1132لرأة 3 0[ .7 2 لط باعة1 
151 01 أع5 


يجب ملاحظة الخواص التالية للفئات : 
عناصر 4 تنتمى إلى 257 وأيضًا الفئة الخالية © هى فئة جزئية من 4. 
(11) كل فئة له هى فئة جزئية من نفسها وذلك لأن عناصر 4 تنتمى إلى 4. 
(11) إذا كان كل عنصر من 4 ينتمى إلى الفئة 8 وكل عنصر من 8 بنتمى 
إلى الفئة 0 فمن الواضح أن كل عنصر من 4 ينتمى إلى © ويعبارة 
أخرى إذا كان 8ح 4 و© ح 8 فإن © ح 4. 
010 إذا كانت 8 ح 4 وكانت 4 ح 8 فإن 4,:و8 لهما نفس العناصر أى أن 
8 -4. ويالعكس إذا كانت 4-8 فإن 8ج 4, 4 ء 8 وذلك لأن كل 
فئة هى فئة جزئية من نفسها. 
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ونصوغ هذه النتائج فى الشكل الآاتى: 
نظرية 1.1 
() لأى فبة 4 لدينا لا > 4 ح ©2. 
(119) لأى فئة 4 لدينا 4 ج 4. 
011 إذا كانت 8ع 4 وكانت 60ج 8 فإن 0ح 4. 
10) 4-8 إذاء وفقط إذاء كانت 8ع 4 و 4ه ح 8. 


إذا كانتت 8 4 فإنه من الممكن أن تكون 8 - 4. أما عندما تكون 
8 4 ولكن 8 4. فإننا نقول إن 4 فئة جزئية أضيلة أع155ا5 1701م من 8 
ويرمز لها بالرمز 8 4. مثلا نفترض أن 
(41,3,2-©6 (1,2.3) -<قه (4-41,3م 
فإن 4 و8 فثتان جزئيتان من ©» لكن 4 فئة جزئية أصيلة من ©» بينما 8 
ليست فئة جزئية أصيلة من © حيث © -8. 


مخططات قن 1013615 زازع 717 


مخططات قن هى تمثيل تصوبرى للفئات حيث تمثل الفئات بمساحات محاطة 
بمنحنيات مغلقة فى المستوى. 


الفئة الشاملة تمثل بمساحة داخل مستطيل والفئات الأخرى تمثل بأقراص 
داخل هذا المستطيل. فإذا كانت 8 ح 4 فإن القرص الذى يمثل 4 يقع 
تمامًا داخل القرص الذى يمثل 8 كما فى شكل 1-1)4. إذا كانت 4 و8 
منفصلتين بمعنى أنه لا يوجد عنصر مشترك بينهما فإن القرص الممثل ل 4 
منفصل عن القرص الممثل ل 8 كما فى الشكل (1-1)5. 

وعلى أية حال إذا كانت 4 و8 أى فثئتين فمن الممكن أن توجد بعض 
العناصر فى 4 ولكنها ليست فى 8 وكذلك بعض العناصر فى 8 وليست فى 4 
وبعضها الآخر يوجد فى كل من 4 و8. وأيضًا هناك عناصر لا توجد فى 4 
ولا توجد فى 8. وعموما تمثل هذه الحالة ل 4 و8 بالشكل 1-1)0. 
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)»©( 4 8 


(6 


شكل 1-1 


الحجج ومخططات قن 5م قدء ٠/‏ 320 111215تاع لل 
كثير من التقارير الكلامية هى فى الأساس تقارير عن ففات ويالتالى يمكن 
وصفها بأشكال قن. ولذلك فإنه يمكن استعمال أشكال قن لتحديد ما إذا 


كانت الحجة 378111161 صحيحة أم لا. 


مسألة محلولة 1.3 أثبت أن الحجة التالية [مقتبسة من كتاب عن المنطق 
مؤلفه 1آامسة0 ذااع.آ1 مؤلف كتاب "اليس فى بلاد العجائب"] صحيحة. 
:5: الطاسات الخاصة بى هى الشىء الوحيد» من بين كل ما أملكء المصنوع 
من القصدير. 
يى: أنا وجدت كل هداياك لى مفيدة جدًا. 
رى: ولا أى من طاساتى لها أدنى استعمال. 
5: هداياك لى غير مصنوعة من القصدير. 
هرمع لعأمهل2) امعسشناععة عمتده1ام؟ عط عمط بحمطك5 1.3 معاطوعط لع؟لهن5 


5 (:127زء11/024 م« مع:[/4 ]0 :0طاناتج عغطا ,[اأمسدت ؤاللاع.آ لإا عاعم1 مه عأممط 
72110 
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لل ]0 ع220 ع2 أقط) عنأقط [ كعملطا لزأده عطأ عكة 5مومععءناة5 11لا :رى 
اناأءكنا لزاعلا 215ع225م ؟نا0لز [[2 1520 1 :رت 
.5لا أدعاطع أا5 عطا 01 15 225مع521006 لإتط أه عده11 :ود 


.18 01 2120 غ20 25 252 0) كألمعوع:م ؟ناملا :3 
صحيحة إذا كان 'ى بنج منطقيًا من الفروض كه وك ووك.. ' 
من رى الأشياء المصنوعة من القصدير هى فئة جزئية من فئة الطاسات. ومن 
5 فئة الطاسات وفئة الأشياء المفيدة منفصلتان وبالتالى نحصل على 
مخطط قفن 1-2. 


شكل 1-2 


. وى فئة (هداياك) فئة جزئية من فمة الأشياء المفيدة ويالتا 
من هى قئه جر من 
نحصل على مخطط قن 1-3. 


والنتيجة من الواضح أنها صحيحة من أشكال قن السابقة وذلك لأن فمة 
(هداياك) (21656115 1نا0لا) منفصلة عن فئة (5اءءزاه مذ)) الأشياء المصنوعة 


العمليات على الفنات 5 0 أع5 
هذا البند يقدم عدذا من العمليات الهامة على الفئات. 
الاتحاد و التقاطع نع 121 ته متسل 


اتنحاد 12102 فئتين لذى وظء ويرمز له بالرمز 8 ارب 4مء ففة جميع العنا 
كتين برمز مر هو جع صر 
التى تتتمى إلى 4 أو إلى 8 أى أن 


(8 ع عد 8ه ل ع عد :1 ح قر را كر 


وهنا 01 تستخدم بمعنى "أولاو": شكل «1-4)4 عو مخطط فن حيث الاتحاد 


8 د كل مظئل 


تقاطع 4 و 8 مظلل(5) انحاد 4 و 8 مظلل (04) 
شكل 1-4 


تقاطع 6560 فئتين 4 و2 وبرمز له بالرمز 8 0 4ء هو فئة العناصر 
التى تنتمى إلى كل من 4 و2 أى أن 


(8 اك عد 20ح 4 ء عر :2 ع قرام ار 
شكل (1-4)5 هو مخطط قن حيث التقاطع 8 4 مظلل. 


15ت 


والنتيجة من الواضح أنها صحيحة من أشكال قن السابقة وذلك لأن فئفة 
(هداياك) (5ادءوععم 4داه/ا) منفصلة عن فئة (5اءءزاه م[)) الأشياء المصنوعة 


من القصدير. 

العمليات على الفئنات 1 لف تنك 
هذا البند يقدم عددا من العمليات الهامة على الفئات. 

الاتحاد و التقاطع لامناءء سدع س1 سه سمتدل] 


أانحاد 2108لا فئتين ى و85ء وبرمز له بالرمز 4-8. هو فئة جميع العناصر 
التى تنتمى إلى 4 أو إلى 8 أى أن 


(8 ع 01 4 ع ع« :اا - ل را أ 


وهنا 07 نستخدم بمعنى "أو/و". شكل (1-4)04 هو مخطط فن حيث الاتحاد 
40-8 مظئل 


تقاطع 4 و 8 مظلل(5) انحاد 4 و 8 مظلل (2) 
شكل 1-4 


تقاطع 1816:560]108 فئتين 4 و8 وبرمز له بالرمز 08 4ء هو فئة العناصر 
التى تنتمى إلى كل من 4 و8 أى أن 


(8 اك عدلمة 4م ء +« :<) - زرحم لم 
شكل (1-4)5 هو مخطط قن حيث التقاطع 08 4 مظلل. 
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إذا كانت 2 - 8م 4 أى إذا كان 4 و2 لا يحتويان على أى عتناصر 
مسألة محلولة 1.4 لتكن (1,2,3,4) > لل (7 ,6 ,5 ,4 ,3) > هء (2,3,5,7) > ©6. 
أوجد 8 ب40 (م4), 8#حا4 (5) .© ب0 4 0), © حا (4) . 


,2) - 0) لهة ,(7 ,6 ,5 .4 ,3) > 8 ,[3,4 ,2 ,1) - 4م اعآ 1.4 تسمعاطوصط لع جامد 
.ل ص كف (4) لمه :© نال (ع) :8ح ىم (5) :8 رام (©) لصلظ .(7 ,5 ,3 


الحل: 
(1]1.2,3,4,5,6.7 82ب 4 (ه) 
(3,4) ع 8ع غ4 (5) 
(1,2,3,4,5,7) -© باق 0) 
(56-1)2.3م4 (ل) 


عملية احتواء الفئات ترتبط بشدة بعمليات الاتحاد والتقاطع كما بتضح 
من النظرية التالية. 
نظرية 1.2: التقارير التالية متكاففة : 8ج 24. 4 - 8م م و8 -8 ب ك4. 


المتممات 65 لم 1ه © 
نذكر أن جميع الفئات تحت الدراسة فى وقت ما هى ففات جزئية من فئة 
شاملة /0. المتمم المطلق 6دءعتمءامدمه عاناله365 للفئة 4» ونرمز له بالرمز “©#4, 
هو فئة العناصر التى تنتمى إلى ') ولا تندتمى إلى 4. أى أن 

(ه »عد ,نل عع :م ) ع عم 
شكل (1-5)04 هو مخطط قفن حيث “4 مظللة. 

المتمم النسبى غ165162م6©017 76136176 للفئة 8 بالنسبة للفئة 4 أو الفرق 

ععدع01118 بين 4 و8: ويرمز له ب ,41١8‏ هو فئة العناصر التى تنتمى إلى 4 
ولا تنتمى إلى 8؛ أى أن 

(8 »© ع ,م ع مع نم ) - ظال/ 


117 جه 


الفئة 4١8‏ تقرأ "4 ناقص 8". شكل (1-5)5 مخطط قفن حيث 4١8‏ مظللة. 


الفرق 4١8‏ مظلل(5) 


الفرق المتماثل عع قاع 121117 عتتتاء سروك 
الفرق المتماثل للفئتين» 4 و8 يرمز له بالرمز 8 © 4 يتكون من العناصر التى 
تنحمى إلى 4 أو وليس كليهماء أى أن 
(هصحم) ا(ها را لم) ع 8 © 4 
وبمكن أيضًا إثيات أن 
)8١4(‏ ب (ظلكم) - 8 © 4م 


فمثلاً إذا كانت (6 ,5 ,2,3,4 ,1) - 4 (9 ,8 ,7 ,6 ,5 ,4) - 8 فإن: 
(1,2,3) -هاى (8,9 ,7) -4ماقء وبالتالى فإن (2,3,7,8,9 ,1] - 8 © 4. 


الفرق المتماثل 468 مظلل 
شكل 1-6 


الشكل 1-6 يوضح مخطط قن حيث 8 © 4 مظلل. 
8 


الفئة 4١8‏ تقرأ "4 ناقص 8". شكل (1-5)5 مخطط قن حيث 4١8‏ مظللة. 


الفرق المتماثل عع 101112 ع1تجا 5310 
الفرق المتمائل للفئتين» 4 و8 يرمز له بالرمز 8 © 4, يتكون من العناصر التى 
تنتمى إلى 4 أو8 وليس كليهما؛ أى أن 
(هعص م) ازه راه4) - 8 846 
وبمكن أيضا إثبات أن 
)8١4(‏ ب رظ8ام) - 8 6 م4 


فمثلاً إذا كانت (6 ,5 ,2,3,4 ,1) - 4 (8,9 ,7 ,6 ,5 ,4) -8 فإن: 
(1,2.3) -هاى (7,8,9) -4اقء وبالتالى فإن (2,3,7,8,9 ,1] - 8 © 4. 


الفرق المتماثل 8 ©4 مظلل 
شكل 1-6 


الشكل 1-6 يوضح مخطط قن حيث 8 © 4 مظلل. 
18 - 


جبر الفئات والشّنائية 1011211 20ة 5اع5 01 72اطعع1م 
الفئات مع عمليات الاتمحاد والتقاطع والمتمم تحقق عدة قوانين أو متطابقات 
مسجلة فى الجدول 1-1. فى الحقيقة نصوغ ذلك شكليًا كالآتى: 
نظرية 1.3: الفئات تحقق القوانين التى فى الجدول 1-1. 
وتتلخص إحدى طرق إثبات المعادلات التى تحتوى على عمليات على 
الفئات فى استخدام معنى انتماء عنصر ما * إلى كل من جانبى المعادلة. 
تستخدم أشكال قن كمرشد لتوضيح هذه الحجة. وثمة طريقة أخرى للبرهان 
باستخدام المتطابقاتء فمثلا يمكن إثبات النظرية التالية 8اب “4 > )41١8(“‏ 
كالا تى: 
'“قصم)ح “(هام) 
“قن “4 ع 
4208 - 


جدول 1-1 قوانين جبر الفئات 


قوانين الر سوخ وعلا أمعاممرسعل1 
4 ع الى مق (15) ك4 عدارلال4كل (د1) 
قوانين الدمج وعرها عأغواءوودم 


قرانين العديل ويدوا ع )سمه 
4م80 -ح 08لم (م3 #4 لاه -8هنا4. (30) 
قرانين التوزيع دجما عاط ماله 
06م4ما)نا(8هما) - 0 /81) ١0ل‏ (45) (8(60)4100 لاكف) ع 2800ل 4ل 
قواتين التطابق وجده! براغمءل1 
4 - نادقل (55ت) 
2 > 02 4 _(66) 
قرانين الالتفاف وروا موأغسام جما 
4 - “(40)_ 72) 


قرانين التمام وعدا أنعصءاممده© 
2 ع “إرمم4م ((مق8م 
ل - “2 _(96) 
قوانين دى مورجان وجرها و'موعءوااء2 
“8 ناكى - “زطم4) (700) “قم كم - “(قبا4) (00() 
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الغدائية 10111 
يلاحظ أن المتطابقات فى جدول 1-1 نظمت فى أزواجء؛ مثلاً (20) و(20). 
ندرس الآن المبدأ الكامن خلف هذا التنظيم. لتكن 2 معادلة فى جبر الففات. 
المعادلة *5 التى نحصل عليها بتبديل كل الرموز ده ه, نا و © فى 28 
بالرموز حء ء 2 و نا على الترتيب تسمى المعادلة المتبادلة مع المعادلة 8. 
ويلاحظ أن أزواج القوانين فى الجدول 1-1 متبادلة مع بعضها البعض. وهذه 
حقيقة فى جبر الفئات نسمى مبدأ الثنائية /إ)[أدبال 01 عامأع لقص أى أنه إذا 
كانت أى معادلة 5 هى متطابقة فإن المعادلة *5 المتبادلة معها هى أيضًا 


الفئات المنتهية, مبدأ العد 
1م121 011261115) ر5اء5 1111116 
يقال للفئة أنها منتهية إذا احتوت بالضبط على من العناصر المختلفة 
حيث 77 عدد صحيح غير سالب. فى غير هذه الحالة فإن الفمة تكون غير 
منتهية (لا نهائية). فمثلا الفئة الخالية 2 وفئفة حروف اللغة الإنجليزية 
كلتاهما تمثلان فئة منتهيةء بينما فئة الأعداد الصحيحة الزوجية الموجبة 
(..... ,6 ,42,4 فئة غير منتهية (لا نهائية). 
التمثيل الرمزى 20126107 (4) يشير إلى عدد العناصر فى الفئكة 
المنتهية 4. 
تمهيدية 1.4: إذا كانت 4 و8 فئتين منتهيتين منفصلتين فإن 8 لا 4 فئة 
(8) + (م)م - زه ب 4م)ى, 
البرهان إوه,2. لعد عناصر 8 نا 4 تعد أولاً عناصر 4 ونجد هناك (7)4 
منها. العناصر الأخرى الموجودة فى 8ب 4 هى العناصر التى تنتمى إلى 8 
وغير موجودة فى 4. لكن 4 و8 منفصلتان فلا يوجد عنصر من 8 موجود 
20 م 


فى 4 أى أن هناك (8)+ من العناصر فى 8 ولا توجد فى 4. وبالتالى فإن 
(8)م+ (م)م - زه ب 4م)د. 
نظرية 1.5: إذا كانت 4 و8 فئتين منتهيتين فإن 8 لا 4 فئة منتهية و 
(هضح مام - (ه)م + زمه - (8 ب ما 
يمكن استخدام هذه النتيجة للحصول على صيغة فى حالة 3 فئات. 
ملحوظة 1.6: إذا كانت 4, 8, © فئات منتهية فإن 0 لا 8 لا 4 فئة منتهية 


(0): + (8)- + مم ع رن نا 8 ب 4)تر 
(0 مم8 طلم + زن م ط)م - رن مام - رظاح م1)4ر - 


فصول الفئات, فئات القوى, التجزيئات 

5 رواع5 1 208 رواع5 01 5ع21255) 
إذا كانت 5 فئة وأردنا الحديث عن الفئات الجزئية فإننا نتطرق إلى ففة 
الفئات. فى هذه الحالة حتى لا يحدث اضطراب سوف نستخدم تعبير فصل 
الففات أو تجمع الفئات بدلاً من فئة الفئات. إذا أردنا أيضًا أن نعتبر بعسض 
الفئات فى هذا الفصل من الفئات فإننا نتكلم عن فصل جزئى أو تجمع 
جزئى 1355ءطناذ أو 02ه1)اء116مءطناذ. 
فئفات القو ى 55 1220391 
إذا أعطيت الفئة 5 فيمكن أن نتكلم عن فصل كل الفئات الجزئية من 5. 
هذا الفصل يسمى فتئة القوى للفئة 5 وبرمز له بالرمز (5) 2066. إذا كانت 
5 فئة منتهية فإن (20761)5 تكون منتهية أيضًا وعدد عناصرها هو 2 مرفوعة 
للقوة (7)5 أى أن 

2050 > ((3)ىء بجبن)71 
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التجزيئات 211001015 
إذا كانت 5 فئة غير خالية فإن تجزىء 5 هو تقسيم للفئة 5 إلى فئات جزئية 
غير خالية ومنفصلة. بالتحديدء فإن نجزىء الفئة 5 هو مجموعة «2مناء»11ه0 
(4) من فئات جزئية غير خالية من 5 حيث: 

(1) كل عنصر 5 »© © ينتمى إلى واحدة من ,4. 

(1) الفئات من (ر4) منفصلة عن بعضها بمعنى: 

إذا كان» زك عد زم فإن 2 - را ح ام 
والفئات الجزئية فى التجزىء 231011008م تنسمى خلا يا 06115. شكل 1-7 يمثل 
تخطيط قن لتجزىء الفئة التى على شكل مستطيل إلى 5 خلايا رك يل دك 


44 ودوك . 


تعميم العمليات على الفئات كل م0 غ56 لع امعد 
لقد تم تعريف. عمليات الاتحاد والتقاطع للففات سابقًا على فبتين فقط. 
يمكن الآن تعميم هذه العمليات لأى عدد من الفئات سواء كان منتهيًا أو 
غير منتهى (لا نهائى) >التالى: 

نعتبر أولاً عددًا محدودا من الفعات ,4 ده ....,رك. الاتداد والتقاطع لهذه 
الفئات يرمز له ويعرف كالتالى على الترتيب 


232 - 


(بث عدنه؟ 10 رف ء ع :ع ) - بده أإناء رذابا ...2 نا يق نا بلكل 
(بكق لصعلاء 505 بق ع ع :م) ع ربل كرح د قح ١.‏ .. ديفضك بهل 
أى أن الاتحاد يتكون من تلك العناصر التى تنتمى على الأقل إلى واحدة 
من الفئاتء والتقاطع يتكون من نلك العناصر التى تنتمى إلى كل الفئات. 
وإذا كانت 4 أى مجموعة من الفئاتء فإن الاتحاد والتقاطع لعناصر المجموعة 
يعرفان وبرمز لهما على الترتيب ب 
لهة ث4 عمره؟ 551 مء رنم) - زوع 4:4 )نا 
إذءل تمعن ,ه15 دىء ع : ! - (مء 4:4)ه 
أى أن الاتحاد يتكون من نلك العناصر التى ننتمى إلى واحدة على الأقل من 
الفئات فى المجموعة 4ء والتقاطع يتكون من تلك العناصر التى تنتمى إلى 


0 


الفصل الثانى 


الدوال والخواررميات 
565 21210 11111110115 


فى هذا الفصل: 
4 الدوال 
الدوال واحد لواحد (المتباينة). الدوال الفوقية 
(الغامرة) والدوال المنعكسة 
الدوال الرياضية؛ الدوال الأسية والدوال اللوغاريتمية 
المتتابعات والفصول المفهرسة للفئات 
الدوال المعرفة تكراريا 
4 الخواررميات والدوال 
الدوال | 


إذا قمنا بتعيين» لكل عنصر فى الففة 4. عنصرًا وحيدًا من الفمة 8 فإن 
مجموعة هذه التعيينات تسمى دالة «وناءهلة من الفئة 4 إلى الفئة 8. الفئة 4 
تسمى نطاق تعريف 00101818 الدالة والفعفة 8 تسمى النطاق المصاحب 
ةله للدالة. 
وبرمز عادة للدوال برموز. فمثلا ليكن/ رمز دالة من 4 إلى 8. نكتب 
8 ج مور 


كت فكت 


وتقرأ "/ دالة من 4 إلى 8" أو "/ تنقل (أو تصور) 
ل إلى 8". إذا كان 4 ء ه فإن (©6ر وتقرأ "ه +0/" 
ترمز للعنصر الوحيد فى 8 الذى تعينه / للعنصر © 
وبسمى 111386 صورة © نحت تأثير كر أو قيمة /ر 
عند ©. فئة كل الصور تسمى © مدى أو 
صورة ر. صورة الدالة 8 ج 4 نر يرمز لها (كر) 32خ1 
أو تر) سآ أو (م)ر. 

من المعروق أنه يعبر عن الدالة يصيعة رياضية- شملا تحبر اكدالة الى 
تنقل كل عدد حقيقى إلى مربع هذا العدد. يمكن وصف هذه الدالة بكتابة 

تمد - عر أو *يد بر 

فى التعريف الأول * هو المتغير والحرف/ يرمز للدالة. فى التعريف الآخر 


»د هو المتغير المستقل 72112616 1206061706124 و مز يسمى المتغير التابع 
2121 ]0م06 حيث أن قيم تعتمد على قيمة *. 


جب تنبيه 


أعندما تعطى الدالة بواسطة صيغة بدلالة المتغير *ه فإننا نفترض أن نطاق 


تعريف الدالة هو 1 (ما لم يذكر غير ذلك) أو أكبر فعمة جزئية من 18 
تجعل الصيغة معرفة (ذات معنى) وأيضًا النطاق المصاحب هو ع1. 


الدالة المركية 101 000111205166 
نعتبر الدوال 8 ج 4 :ير و 0 ج8 :م حيث النطاق المصاحب للدالة كر هو 


نطاق الدالة بم. نعرف دالة جديدة من 4 إلى © تسمى تركيب (تحصيل) 
“وى م وتكتب “رهج كالتالي: 


((6©)ثر )2 2 (ه)(ر هع ) 
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وتقرأ "كر دالة من 4 إلى 8" أو "ير تنقل (أو تصور) 
4 إلى 8". إذا كان 4 ء ه فإن (64كر وتقراً "م 04/" 
ترمز للعنصر الوحيد فى 8 الذى تعينه / للعنصر © 
وبسمى 11286 صورة © تحت تأثير كر أو قيمة /ثر 
عند 6. فئة كل الصور تسمى 6 مدى أو 
صورة ثر. صورة الدالة 8 ج 4 :ير يرمز لها (كر) 1830 
أو (ر) ص1 أو (مار. 

من المعروف أنه يعبر عن الدالة يصيغة رياضية. فمثلاً. نعتبر الدالة التى 
تنقل كل عدد حقيقى إلى مربع هذا العدد. يمكن وصف هذه الدالة بكتابة 

د - وار أو رح بر 

فى التعريف الأول + هو المتغير والحرف/ يرمز للدالة. فى التعريف الآخر 


»د هو المتغير المسستقل 7212616 )1206062068 و ير يسمى المتغير التايع 
علطةعة؟ 6061م06 حيث أن قيم بر تعتمد على قيمة <. 


جا تنييه ‏ 


تغزيف الدالة نمو .زا الع ريذكر غير لك اكير فبة جزئية من 8 
تجعل الضيغة معرفة (ذات معنى) وأيضًا النطاق المصاحب هو 5. ش 


الدالة المركبة ماع سصد1 م زوم مره © 
تعتبر الدوال 8 ج 4 :تر و 0 ج8:ع حيث النطاق المصاحب للدالة“رهو 
نطاق الدالة بيم. نعرف دالة جديدة من 4 إلى © تسمى تركيب (تحصيل) 
كرى ع وتكتب كره م كالتال.: 

217 كر)ع ع (ه)(ر مدع) 
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أى نوجد صورة © بواسطة الدالة كر ثم نوجد صورة (©)/ باستخدام الدالة ج. 
إذا كانت 4 أى فئة فإن الدالة من 4 إلى 4 التى تعين لكل عنصر العنصر 
نفسه 'تسمى دالة التطابق 0ع هنا لزأغأمعء10 على 4 وبرمز لها تاف منائلة 
7. بعبارة أخرى 


4 - (6)ى / 
باعتبار أى دالة 8 ج 4 :كرء فإن 
دتكرهوعا فلك الى[ ور 


حيث ,/ و م/ هما دالتى التطايق على 4. و8 على الترتيب. 


الدوال واحد لواحل (المتباينة)؛ الدوال الفوقية (الغامرة) 
والدوال المنعكسة 


001216-10-01, 2202110, 21121 1111:1212 1! 1105 


الدالة 8 <-.4 :دير يقال لها دالة واحد لواحد 06-0-0826 (تكنب )1١1‏ إذا 
كانت العتاصر الدءنعافة فى النطاق 4., لها صور مدنتلفة. ويعبارة أ-خرى تكون 
“رواحد لرااحد إذا كان 5مكر - (4ر ستازم أن “6م 

الدائة 3 <- 4 :كر يقال لها دالة فوقية (غامرة) 0 إذا كاث كل عتصر 
من 8 هو صورة لعنصر ما فى 4. ويكلمات أخرى تكون 8 جه 4 : كر غامرة 
(فوقية) 00:0 إذا كانت صورة/ هى كل المجال المصاحبء أى أن 8 - (4مر. 
ونقول فى هذه الحالة أن/ دالة من 4 على 00:0 8 أو تصور 4 على 2. 

الدالة 8 ج 4 :كر يقال لها منعكسة عاانمء*ام1 إذا وسدت دالة 4م <-8 نع 
بحيث أن ,1- كره ي, و! -ع دير فى الحالة العامة قد لا توجد هذه الدالة (ع). 
لكن إن وحجعدت فإنها دالة و١حيدة‏ ويرمز لها “ين عندئذ يقال أن كر منعكى.ة 
عأطنلعام]. النظرية التالية تعطى معياريًا بسيطًا للقابئية للا نكاس /طذلاطاقعنام1. 


نظرية 2.1: الدالة 8 ج 4 :/ منعكسة إذاء وفقط إذاء كانت / واحد لواحد 
وفوقية معا. 1 

إذا كانت 8 ج 4 :/ر دالة واحد لواحد وفوقية فإن/ تسمى دالة تناظر 
واحد لواحد 566ع50000ع2022 0026-10-08 بين 4 و8. هذا التعريف يأتى من 
حقيقة أنه لكل عنصر فى 4 يوجد عنصر وحيد مناظر فى 8 والعكس 
صحيح أيضًا. كما أن '-/ تعكس اتجاه هذا التناظر. 


الدوال الرياضية؛ الدوال الأسية والدوال اللوغاريتمية 
2110 2221121 ممعدظ زكدهم لاع دس 26121 7ع 3121 
5 1111 !1 1052111111111 
فى هذا البند نقدم الدوال الرياضية التى تظهر كثيرًاً فى تحليل الخوارزميات 
مع الرموز الخاصة بها. ونناقش أيضًا الدوال الأسية واللوغاريتمية والعلاقة يينهما. 
دالعا الأر ض والسقف 5 ع سذألأء0© 2:0 :ه116 
إذا كان * عددا حقيقيًا فإن * يقع بين عددين صحيحين يسميان أرض 
وسقف *. بالتحديدء 
الدالة لا تسمى أرض 1006 العدد : وترمز إلى أكبر عدد صحيح لا يزيد عن *. 
الدالة ]<] نسمى سقف ع(زاأءه العدد +« وترمز إلى أقل عدد صحيح لا يقل عن *. 
فإذا كان * عددا صحيحًا فإن [عا -1*] وفى غير ذلك يكون [1+] -1 + لها. 
دالتا الصحيح والقيمة المطلقة كصمناعصد1 عساه7؟ عأساموطى لسه “عم )م1 


ليكن دأى عدد حقيقىء فإن دالة صحيح د 216 وعع1216 وتكتب (11[102آ 
تحول + إلى عدد صحيح بحذف الجزء الكسرى 536110881 من العددء فمثلاً 


111103.14( -3, 11710)/5( - 2,  1211)-8.5( - -8 


ت 79ت 


ويلاحظ أن لعا- 10100 أو [»] - )1087 وفقا لكون + موجبيًا أو سالبًا. 


القيمة المطلقة عنااه/ ءعأناام5طج لأى عدد حقيقى * وتكتب 0)كهمأواءا 
تعرف على أنها أكبر القيمتين *«أو #. وبالتالى 0-(885)0, لقيم 0 * ع 
«- )85م أو + - 48500 وفقا لكون + موجبًا أو سالبًا. 


وعلى ذلك 


3 - |3.33-| ,2-7 7 بذا1ع- إذا-| 
تلد حل أن اا -اءا ولقيم 0 ++ فإن]*ا| موجبة. 
دالة الباقى والحساب المقياسى 
)عم 1وأنا 1100 بد ه1اع تنا !1 212011 تضرع 1 
إذا كان # أى عدد صحيح وكان 270 عددا صحيحًا موجبًا فإن 
7 207200 2 
وتقرأ # مقياس 14 نرمز إلى العدد ” الصحيح الباقى من قسمة + على 14 
ويعبارة أدق 1/4 7204) # هو العدد الصحيح الوحيد ‏ حيث 
لق > م > 0 عتعطط ‏ مع ولا دعم 
إذا كان # موجبًا فإننا نقسم » على 44 لنحصل على الباقى «. فمثلا 
2-(50011) 35 ,0-(60045) 25 ,4-(62007) 25 
إذا كان # ساليًا فإننا نقسم |4| على 84 لنحصل على الباقى '”. ويكون 
“م - 114 - (ا لمم ) # حيث 0 ع '#. ولهذا فإن 
0 ->(65043) 39- ,5 - 3 - 8 - (8 لمص) 371- ,2 - 5 - 7 - (7 200 ) 26- 
والتعبير (1000) يستخدم أيضًا للدلالة على علاقة التطابق الرباضى والتى 
تعرف كما يلى 
74 لهمص) 6 د ه إذاء وفقط إذاء كان 7/4 يقسم -م 
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وبسمى 1/1 المقياس 0010105 والتعبير (1/4 2000) 5 2 ه يقرأ "6 تطابق م 
مقياس 14" 31 010ال20 5 10 أعناتع ده 15 ). وعلاقة التطابق لها الخواص 
الهامة النالية 


(لم 000) ه د الا + هو (لطا 200 ) لل 2 0 


الحساب بمقياس 71 74 1014/0« ع4711171/1. يقصد به هنا العمليات الحسابية 


(1-كا,.... ,2 ,1 ,10 


أو من الفئة 
( لا,.... ,2,3 ,1) 
الدوال الأسية 10 11002110121 
2 د ”دم 0 0لإد'ان ر(1065ل 1م) 0٠و‏ نمع "ان 
04 


بمكن تعميم هذا المفهوم للقوى الكسرية على الصورة 7/7 كالا نى: 
“(ه/») - للد 
الدالة الأسية للأساس ه حيث 0 <8, 4# - (كره يمكن أن تعمم لجميع 


الأعداد الحقيقية « باستخدام النهايات و55عه700م 085أ]لطاا!: ,م مذ!ا - "م حيث 
: 9 


دجم 
عدد كسرى 8عط1لئام [2ق12]10. 
الدوال اللوغاريتمية 45 1082111111111 


ترتبط اللوغاريتمات والأسس كالتالى: ليكن 6 عددا موجيًا. لوغاريتم أى 
عدد موجب د بالنسية للأساس 8 يكتب 


6د مرك 10 
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وبمثل القوة التى يرفع لها العدد 6 للحصول على +*. أى أن 
#دعه| بر وى «- 6 


هما تقريران متكافئان. هذه التقارير تعنى أن ,108 هو عكس الدالة الأسية 
للأساس 5. وعلى ذلكء2 


100-2,عه!1 لأن 102-100 , 8-3يعه!1 لأن 22-8 
3--0.001,مرعها لأن 103-0.001 , 64-6 رهما لأن 26-64 

لأى أساس 5 يكون 

[ -تضيعه! لأن م<ام أ 1>0بيعه1 لأن 1ع-'م 
ويلا حظ أن لوغاريتم العدد السالب ولوغاريتم الصفر غير معرفين. 
المتتابعات والفصول المفهرسة للفئات 

55 01 5ع21255) 0ع<1]110 ردوع01161212عد 
المتتابعات والفصول المفهرسة للفئات هما نوعان خاصان من الدوال ولهما 
التعريف الخاص يهما. فى هذا اليند نناقش هذه الأشياء وأيضًا رمز التجمع. 
المتتابعات 5 ع5 
المتتابعة هى دالة من الفئة (... ,2,3 ,1) -21 للأعداد الموجبة إلى الففة 4. 
الرمز .© يستخدم للدلالة على صورة العدد 7. ولذلك فإن المتتابعة يرمز لها 
كما يلى 
,ها لالمصسلوعه (للاء «ضره]) 08 ....و06,جي4, © 

أحيانا يكون نطاق تعريف المتتابعة هو الفغة [... ,2 ,1 ,0) من للأعداد 
الصحيحة غير السالبة بدلاً من ل1. وفى هذه الحالة تقول إن # تبدأً بالصفر 
بدلا من 1. 
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المنتابعة المنتهية ع0دعنالوء؟ ع)1011؟ على الفئة 4 هى دالة من الففة (#”7 ,.. ,2 ,1) 
إلى الفئة 4 ويرمز لها عادة به .... ,ده ,2ه ,ن. والمتتابعة المنتهية تسهى 
أحيانا قائمة 156[ أو فئة مرتبة من 71 عنصر (16م77-01). 
رمز التجميع 2 حاصل الجمع 5 ,5353201 51111111120105 
نقدم هنا رمز التجميع 5 (الحرف اليونانى دمعأة). إذا كانت ... ريه ,ره ,رت 
متتابعة» فإن حاصلى الجمع 


0 الى ثري و م6 + +٠٠١‏ ج64 + ,4 


برمز لهما على الترتيب 
6 2 و 26 


حر ادر 


الحرف / فى هذين التعبيرين يسمى الدليل الوهمى 1206 /إن:دهناك أو المتغير 
الوهمى ١2512616‏ /ا151110ن01. 


الفصول المفهرسة للفعات 55 01 0135565 150660 

إذا كانت 7 أى فئة غير خالية وكانت 5 مجموعة من الففاتء فإن دالة 

الفهرسة 70011007 1006108 من 7 إلى 5. هى دالة 5 ج 7 : /م. لأى عنصر 

>: إذا رمزنا للصورة 7 بالرمز :4 فإن دالة الفهرسة/ر يمكن أن يرمز لها 
(3ع فك أو يع تبك) أو ببساطة ‏ (:4) 

تسمى الفئة / فئة الفهرسة إء5 1006108 وعناصر / أدلة 5عء1لم1. إذا كانت /ر 

دالة واحد لواحد وفوقية فإننا تقول إن 5 مفهرسة باستخدام /. 


الدوال المعرفة تكراريا كصمتاعصب"! لعصتاء1 نراء جتوسبعع؟]1 
الدالة المعرفة على فئة من الأعداد الصحيحة يقال لها دالة معرفة تكراريًا إذا كان 
تعريف الدالة يرجع إلى نفسه. وحتى لا يكون التعريف دائريًا فإن تعربف الدالة 


- 32 


يجب أن يكون له الخاصيتان التاليتان: 
1. يجب أن يكون هناك متغيرات 7326805نا2:8 ما تسمى القيم الأساسية عكهط 
115 لا ترجع فيها الدالة إلى نفسها. 
2. فى كل مرة ترجع فيها الدالة إلى نفسها يجب أن يكون متغير الدالة 
أقرب إلى إحدى القيم الأساسية. 
والدالة التكرارية مع هاتين الخاصيتين يقال أنها معرفة تعريفا محكمًا 
-!61. الأمثلة التالية توضح هذه المعانى. 
دالة المضروب عن [دن ماع12 
حاصل ضرب الأعداد الصحيحة الموجبة من 1 إلى شاملا ءا زكنااءما يسمى 
مضروب « "58060121 7" وعادة برمز له !ممء أى أن 
12 -م)(2 -م) ... 1١2١3‏ دام 
حتى 'تكون الدالة معرفة لجميع الأعداد الصحيحة غير السالبة» نعرف ,1 -!0. 
وبالتالى 
6 31-3-0201 2-2-0122 17-!1 ,0!21 
0 - 1٠02٠3٠١٠4٠١٠5-دادة‏ ,24 -<1٠١٠02١٠4.03-ا4‏ 
وهكذاء يلاحظ أن 
4 -4.6-!4.3-إ4 و 5.24-120-إ4. 5 -اإ5 
وهذا صحيح لكل عدد صحيح موجب »2 أى أن 


إ(1 -صم). م ع اجر 


وبالتالى يمكن 'نعريف دالة المضروب أيضًا كالتالى: 
تعريف 2.1 (دالة المضروب) 
(©) إذا كانت 0-+ فإن 1 - إس. 
(6) إذا كانت 0 <م فإن !(1 ا م).م > ام 
331 


ونلا حظ أن هذا التعريف للدالة !7 هو تعريف نكرارى حيث أنه يرجع إلى 

نفسه وبستخدم !(7-1). على أية حال: 

1. قيمة ! معطاة صراحة عند 7-0 (أى أن 0 هو قيمة أساسية). 

2. قيمة !7 لأى عدد ” معرفة باستخدام القيمة الأصغر من ” والتى هى 
أقرب من القيمة الأساسية 0. 

وبدذلك 'تكون دالة المضروب معرفة دا محكمًا 7060قعل-ااءر. 


متتابعة فيبوناتشى 501611 أععقسصمطة]1 
متتابعة فيبوناتشى المشهورة وبرمز لها ب (... ,5.22 ,/), هى: 

... و55 و34 ,21 ,13 ,8 ,5 ,2,3 ,1 ,1آ ,0 
أى أن 5-0, 1 -.# وكل حد تال هو مجموع الحدين السابقين له. وعلى 
سبيل المثال فالحدين التاليين للمتتابعة هما 

9 > 34+55 و3 55+89-144 
والصياغة الشكلية لهذه الدالة كالآ تى: 


تعريف 2.2 (متتابعة فيبوناتشى) 
(©) إذا كانت 0-م أو 1 >-م فإن م م 
(6) إذا كانت 1< م قإن ,7+ ورم ىم 
وهذا مثال آخر للتعريف التكرارىء حيث التعريف يعود إلى نفسه عند 
استعمال 5,2 و.,. وعلى أية حال 
1. القيم الأساسية هى 0 و1. 
2 قيمة ,5 تعرف باستخدام حدود لقيم أصغر من ” والتى تكون أقرب 
إلى القيم الأساسية. 
وبالتالى فهذه الدالة معرفة تعريفا محكمًا 465560-!ء»ا. 
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دالة أكرمان 0 0ق لزععلء م 
دالة أكرمان هى دالة فى متغيرين كل منهما يتعين بالأعداد الصحيحة غير 
السالية ... ,1,2 ,0. وتعريف هذه الدالة كالتالى: 
تعريف 2.3 (دالة أكرمان) 

(0) إذا كانت 0- م فإن 1+ م - (م ,م)ك. 

() إذا كانت 0ع لكن 0-م فإن (1,1 - )4 - (م ,)كل. 

(©) إذا كانت 0عدسص 0عدم فإن ((1- م ,مسم)ك ,1 - )ل > (« ,س)كل. 
مرة أخرىء هذه دالة تكرارية حيث التعريف يرجع إلى نفسه فى الأجزاء (2)5 
06. يلاحظ أن ( ,477 تعطلى سال فقط عندما 0>-7. والمعاببر 
الأساسية هى الأزواج 3 


و(7و©),...و(3و0) و(0,2) .(0,1) ,(0,0) 


وعلى الرغم من عدم وضوح ذلك من التعريفء فإن قيمة أى (4)7,7/ يمكن 
التعبير عنها فى آخر الأمر بواسطة قيم الدالة عند واحد أو أكثر من 
الأزواج الأساسية. 


الخوارزميات والدوال 5 220 قتنط أ مع لم 
الخوارزمية 4/ هى قائمة منتهية من الأوامر المتتالية (خطوة بخطوة) المعرفة 
تعريفا محكما لحل مسألة معينة. مث » لإيجاد الخارج غناماتناه (#اثر لدالة/ر لها 
الداخل د؛ناصهة ( يمكن أن تكون قائمة أو فئة من القيم). من الشائع أن يكون 
هناك أكثر من طريقة للحصول على 7/00 كما هو موضح بالأمثلة التالية. 

مثال 2.1 تعيين قيمة كثيرة الحدود عند نقطة. لتكن (2)/ر كثيرة حدود معطاة, 
ولتكن 6 -* القيمة المطلوب إيجاد (©)/ عندها. 


-1101221/ا701 قلع/ا1اع 2 101 ,5112705 (21112141013؟2:9 ااتتترمص جلهن8) 2.1 عامسرويد1 
537 ,(2)كر 2520 10 غمة 7 738/6 ,4 جع عنالة7 لم2 (عدار 21 


5-ه همه 15 -يبر4 +72 - 223 - زر 


 3قهاد‎ 


() الطريقة المباشرة 216)000 6ع21,6: فى هذه الحالة نعوض بالقيمة 5 ير 
مباشرة فى كثيرة الحدود لنتحصل على 
0 - 15 -20 +250-1754 > 15- (4)5 + (7)25 - (2)125 - (دال 
نلا حظ وجود عدد 1-6 +2 + 3 عمليات ضرب وعدد 3 عمليات جمع. وفى 
الحالة العامة بتطلب إيجاد قيمة كثيرة حدود من الدرجة 7 مباشرة عدد 


تماق وروي رو 


من عمليات الضرب وعدد ” من عمليات الجمع تقريبًا. 
)6 طريقة هورنر 0 110062*5: نعيد كتابة كثيرة الحدود بأل »د عامل 
مشترك من جهة اليمين على التوالى: 
5 - ج(4 + من(7 -2)) >< 15 - ,(4 + ,و7 - #ر2) - زمار 
فيكون 
0 - 15 - 95- 15- 19(5)- 15 - 4(5 + 3(5)) - (5)ر 
ويلا حظ وجود عدد 3 عمليات ضرب و3 عمليات جمع. وعمومًا إيجاد قيمة 
كثيرة الحدود من الدرجة « بطريقة هورتر سوف يتطلب 
55 181 20 7115 
7 عمليات جمع ‏ وا ”7 عمليات ضرب 
ومن ذلك بتضح أن طريقة هورنر أكثر كفاءة من الطريقة المباشرة تقريبًا. 
مثال 2.2 (القاسم المشترك الأعظم) يرمز له (6©2) ليكن > وط عددين 
صحيحين موجبين ه > 5 مثلا . المطلوب إيجاد ((,ه)0010 - 4 القاسم 
المشترك الأعظم ل + و5. يمكن عمل هذا بطريقتين: 
-1216 )زوم عط 5 هد ب أعنآ (0101501آ 1000دره00) أدعادعء02)) 2.2 عامتسوءد1] 
-)قعجع عط ,ل( ه)0010) -4 220 10 173/3121 1 510122056 220 :2 > 2 ,/[53 ,)2/1 5اعع8 


1/0 10110101528 عطا مذ عومل عط مق قلط1' .5 لهة > 01 1501 الل لملتلممك أوء 
7/215 


36ت 


)2( الطريقة المباشرة غ1 اعع21: هنا توجد جميع قواسم العدد ه 
باختبار الأعداد من 2 حتى 0/2 وكذلك جميع قواسم العدد 2. ئم 
نختار القاسم المشترك الأعظم كما فى المثال التالى. نفرض 258 - هم 


8 ,129 ,86 ,3,6 ,112 :01115015 :258 دع قن 
0 ,30 ,20 ,15 ,12 ,10 ,6 ,5 ,2,3,4 .1 :011915015 :60م 


ويذلك يكون 6 - (60 ,0002)258 -4. 

(6) خوارزمية إقليدس سطأأممول4 مدعلنذاءن18: هنا نقسم ه على 5 لنحصل 
على الباقى ,” ونلا حظ أن6>” ثم نقسم 5 على ”7 ونحصل على الباقى «” 
ونلا حظ أن ” >:7. ويعد ذلك نقسم ”على :+ ونحصل على الباقى القالث 
وم. ونلا حظ أن وم >م. ونستمر فى هذا العمل بقسمة ” على +76 فاتحصل 
على من”. ولأن 

5 وس < وم < رم < م < نون 

فسوف نحصل فى آخر الأمر على باقى 0 > ى:. فيكون (0609)6,5 > رب 

فمثلاً, نأخذ 6-258 و60 -5. ثم 
(1) نقسم 258 -5 على 60 - 5 فيكون الباقى 18 - ."”. 
(2) نقسم 60 -5 على 18 - ,7 فيكون الباقى 6 > ,:. 
(3) نقسم 8 -” على 6 - يم فيكون الباقى 0 > بور 

وبذلك يكون :” هو القاسم المشترك الأعظم (60 ,001)258 - 6 > يم. 

مسألة محلولة 1 إذا كانت 4 هى فئة طلبة فى مدرسة ما. حدد أى من 

التعيينات الآتية تعرف دالة على 4. 
(©) لكل تلميذ نعين عمره. (2) لكل نلميذ نعين معلمه. 
(©) لكل تلميذ نعين نوعه (ذكر أم أنثى). 
(©) لكل تلميذ نعين له زوجة (أو زوجته). 
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6 .1[مهمطء5 123 كأاضع0نأد5 01 غع5 عطاا عط 4 غع.[آ 2.1 تع [اطو»2 لامك 
لك ده ل0لأعقنا؟ 2 كعمقلعء0 كأمءسضلع تذكة 101102308 عط 1ه طعتطبت 


.غ28 كتلط مع ادكة أمعل0نناة طعوء 10" (4) 
عطعنع) ولط مع 3551 أضعء0ننا5 طعوء 1106 () 
.5 5ق8 2ق35518 أضعء5)10 تاعدء 110 () 
.5 215 3551823 5110621 طاعوء 10 (4) 


الحل: مجموعة التعيينات تكون دالة على 4 إذاء وفقط إذاء كان كل عنصر © 

له 'نعيين وحيد. وبالتالى 

() نمثل دالة لأن كل تلميذ له عمر واحد فقط. 

(5) تمثل دالة إذا كان كل تلميذ له معلم واحد فقط ولا تمثل دالة إذا كان 
لأى تلميذ أكثر من معلم. 

©) نمثل دالة. 

() لا تمثل دالة إذا كان أى تلميذ غير متزوجء وتمثل دالة فيما عدا ذلك. 


مسألة محلولة 2 لتكن الدوال 8 جح 4 :/ر,. © <ج-8 :ع, و1 جل :/ معرفة فى 
شكل 2-1. عين ما إذا كانت كل دالة هى دالة فوقية 0810. 


راج :ثم امه ,ن) جح قنع ,8 ج ىم كر 005 11ع 0د عط أعآ 2.2 تسمعاطوعءط 0ع جاوك 
01110 15 لل أأع طن طعدء 11 عمالممعاء12آ1 .2-1 عمسواط نز لعم قعل عط 


4 1 8 0 (0 1 1 


الحل: 

الدالة 8 ج 4 :/ر ليست فوقية لأن 8 © 3 ليست صورة لأى من عناصر ا . 

الدالة © ج8 :م ليست فوقية لأن © »© 2 ليست صورة لأى عنصر فى 8. 

الدالة م ج02 :/ دالة فوقية لأن كل عنصر من 2 هو صورة لعنصر أو أكثر من ©. 
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الفصل الثالث 


المنطق وحساب التقارير 
115 ) 22020511101121 221101 10516 | 


فى هذا الفصل: 
التقارير والتقارير المركبة 
كا العمليات المنطقية الأساسية 
كن القضايا وجداول الصواب 
الصوابات المنطقية (الصوابات الدائمة) والتناقضات 


التكافو المنطقى 

4و جبر القضايا 

كا التقارير الشرطية وتُنائية الشرطية 
كي الحجج 


الدوال التقريرية (القضايا المفتوحة) والأسوار 
نفى التقارير المسورة 
كي الاستنتاج الرياضى 
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التقارير والتقارير المركية 
5 22022120111101 21101 2051610115م 00د 


التقربر أو القضية 750051000 05 5020611616 هو جملة خيرية يمكن أن 'تكون صوايًا 
عن أو خطأ 515 لكن ليس الاثنين معًا. نعتبر مثلا الجمل الثمانى التالية: 


(1) باريس تفع فى فرنسا . 00 6> و. 

() 2-<1+1. (07) 2 -ع هى حل للمعادلة 4 ع 2. 
11 2+2-3. (01) إلى أين أنت ذاهب؟ 

(1) لندن 'تقع فى الدانمارك. (11ة/) اعمل واجيك! 


جميعها تقاريرء ما عدا (011) و(111/). أكثر من ذلك (1). (11), و(71) هى 'تقاربر 
صائية بينما (11أ), (107)ء (07) خطأ. 


التقارير المركبة 5 00111011101 
تقاربر كثيرة تكون مركبة 5116هم002 أى أنها مكونة من تقارير فرعية 
5 وبعض أدوا ات الربط المختلفة التى سنتحدث عنها لاحقا. 

مثل هذه التقارير تنسمى تقاريرًا مركبة كمه)أوهممءم لهناهمممم». التقرير يقال 
أنه أولى أو بسيط 06انطةزم إذا لم يمكن تجزئته إلى نقارير أبسطء أى إذا 
لم يكن مركبًا عازوهمصدمء. 


ج01 ملاحفلة 


الخاصية الأساسية للتقارير المركبة هى أن قيمة الصواب لها تحدد تمامًا 


بقيم الصواب لمكوناتها مع الطريقة التى تم بها ريط هذه التقارير الفرعية 
0 التقارير المركبة. 


العمليات المنطقية الأساسية 5د5)ومءم0 لدعنعه.1 عزود8 
يناقش هذا اليئد دمنءة5 ثللاث عمليات منطقية أساسية كلسي العطف (و) 


انتقارير والتقارير المركبة 
565 2022220111001 21101 102051110115 


التقربر أو القضية 051008م0:م 08 ]5]2]67261 هو جملة خبرية يمكن أن تكون صوايًا 
عدم أو خطأ 5156 لكن ليس الاثنين معًا. نعتبر مثلً الجمل الثمانى التالية: 


() باربس نقع فى فرنسا . 00 6> 9. 

0 1+1-2. (71) 2 - ع« هى حل للمعادلة 4 - *ي. 
(11) 2+2-3. (1) إلى أين أنت ذاهب؟ 

(1) لندن تقع فى الدائمارك. (0111) اعمل واجيك! 


جميعها تقاريرء ما عدا (011) و(0111). أكثر من ذلك (1), (11)». و(71) هى تقارير 
صائبة بينما (111). (17)ء (7) خطأ. 


التقارير المركبة 5 7011210 تزه © 


تقاربر كثيرة تكون مركبة 05186م00ه أى أنها مكونة من تقاربر فرعية 
5 ويبعض أدوات الربط المختلفة التى سنتحدث عنها لاحقا. 

مثل هذه التقارير تسمى تقاريرا مركبة كده]أدهممم لهدناهممه0». التقرير يقال 
أنه أولى أو بسيط 6باناغنصاعم إذا لم يمكن تجزئته إلى نقاربر أبسطء أى إذا 
لم يكن مركبًا عازومم0رمه. 


العمليات المنطقية الأساسية ودمنغوعءم0 لمءنعه.] عنمد8 
يناقش هذا اليند هه8ء56 ثلاث عمليات منطقية أساسية هى العطف (و) 
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لع نازومءء الفصل (أو) دناعم نازوأل والنفى (ليس) 0 والتى تناظر 
على الترتيب فى اللغة الإنجليزية الكلمات "لصة", "مه", ")0م". 
العطف بوم بر 7م ص سمأاع سنا زمه © 
أى تقربرين يمكن ضمهما معا بكلمة (و) (300) لتكوين تقرير مركب يسمى 
معطوف «مناء5نازه0ك التقريرين الأصليينء وبرمز له بالرمز 
9 م 

ويُقرأ "م و بي" 

ولأن 4م م تقرير فله قيمة صواب. وقيمة الصواب هذه تعتمد فقطا على 
قيم الصواب لكل من 2 و 4. وبصورة أدق: 
تعريف 3.1 إذا كان كل من م و ب صواب فإن 4م م يكون صوابًاء وفيما 
عدا ذلك يكون بم م خطأ. 


كذلك يمكن تعريف قيم الصواب للتقرير © م م بالجدول فى شكل 
()3-1. السطر الأول فى هذا الجدول هو طريقة مختصرة لقول "إذا كان م 
صوابًا و؟ صوايًا فإن وم م صوابي". السطر الثانى يقول أنه "إذا كان م 
صوابًا و9 خطأ فإن 9م م خطأ". وهكذاء يلاحظ وجود أريعة أسطر تناظر 
الأربعة تركيبات الممكنة من 7 و" للتقارير الفرعية م و 4. يلاحظ أن ب4امام 
صواب فقط عندمأ يكون كل من م وب صوايًا. 


م | م 
5 ]اع 
نا 
”مرامم" [09 ف 0 و4 0 يي ته ين )2( 8 
نفى م مأو و موه 


شكل 3-1 
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الفصل ب ٠م‏ 7 جر :12©1101نا زو1زم6 
أى تقربرين يمكن ربطهما معا بكلمة (أو) (05) لتكوين تقرير مركب يسمى 
فصل 012614105از015 التقريرين الأصليين ويرمز له بالرمز 
9ى» مر 

ويقرأ "م أو 9". قيمة الصواب للتقرير 74 م تعتمد فقط على قيم الصواب 
للتقريرين 5 و9 كالا نى: 
تعريف 3.2 إذا كان كل من م وب خطأ فإن 9ب م يكون خطأ وفيما عدا 
ذلك فإن ,ا م صواب. 

قيم الصواب للتقرير © م تعطى أيضًا من الجدول فى شكل (3-1)5. 
يلاحظ أن وى م يكون خطأ فقط فى الحالة الرابعة عندما يكون كل من 
موب خطأ. 


مر 


الاح الاسيوية مو تتادة متشو ير يكين ميتتافتين. أحيائها هدم 


بفعتى م أو ب أو كلنيما أى أحد النديلين على الأقتل ييحندت كمناافئن 
|السابق: واحيانا تستتخدم بمعنى م أو + وليس كليهما أى يحدث واحد 
فقط من البديلين. إذا لم يذكر خلاف ذلك فإننا نستخدم المعنى الأول . 


النفى يه وح «سمنغخوعوء 11 
إذا أعطيت أى تقرير م» يمكن تكوين تقرير آخر يسمى نفى التقرير م وذلك 
بكعاية "[نها لبست الحالة ....” أو "من الغطا أن يكون ..." قبل سأي 
إذا أمكن ذلك بإدخال كلمة "ليس" 600) فى م ويُرمز لنفى تر بالرمر 
م- 
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الفصل و ٠م‏ 7 عر 221015 نا زو11 
أى تقريرين يمكن ريطهما معًا بكلمة (أو) (08) لتكوين تقربر مركب يسمى 
فصل 001108ا[015 التقريرين الأصليين ويرمز له بالرمز 
8» »م 

وبقرأ "م أو ؟". قيمة الصواب للتقرير 7# م تعتمد فقط على قيم الصواب 
للتقريرين م وب كالا نى: 
تعريف 3.2 إذا كان كل من م وبي خطأ فإن 4 م يكون خطأ وفيما عدا 
ذلك فإن 9 ”ا م صواب. 

قيم الصواب للتقرير © م تعطى أيضًا من الجدول فى شكل (3-1)5. 
يلاحظ أن 7,9 م يكون خطأ فقط فى الحالة الرابعة عندما يكون كل من 
م و و9 بخطأ. 


النفى هي ي- سمناوعء11 
إذا أعطيت أى تقرير مه ا ا 7 
بكنابة "إنها ليست الحالة ..." أو "من الخطا أن يكون ..." قبل م أوء 
إذا أمكن ذلكء بإدخال كلمة "ليس" 209) فى م ويرمز لنفى م بالرمز 


-0 
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وتقرأ "ليس م" (م006). قيم الصواب ل (م-) تعتمد على قيم الصواب ل م 
على النحو التالى: 

تعريف 3.3 إذا كان م صوايًا فإن م- يكون خطأء وإذا كان م خطأ فإن م 
يكون صوايا. 

نفى التقرير (م) تكون دائمًا عكس قيمة الصواب للتقرير (5). 


القضايا وجداول الصواب 
5 1 )نا !1 2210 10205 زكمموم] 

ليكن (... ,9 ,م70 تعبيرًاً مكونا من متغيرات منطقية ع 
... ,© ,م تأخذ القيم صواب 5) 78108 أو خطأ ‏ زعي ب رمتعم 
(5) 41.58 خطأ مع أدوات الريط م, ل ب 07 
وأدوات ريط أخرى سيأتى ذكرها فيما بعد. يسمى 
التعبير (... ,0 ,م)27 قضية. 

الخاصية الأساسية للقضية (... ,و ,م)م هى أن 
قيمة الصواب لها تعتمد فقط على قيم الصواب للمتغيرات ... ,9 ,م؛ أى أن 
قيمة الصواب للقضية (... ,؟ ,م)2 نعرف عندما تعرف قيمة الصواب لكل من 
متغيراتها ... ,؟ ,م . والطريقة البسيطة المختصرة لتوضيح هذه العلاقة تكون 
من خلال جدول الصواب. نصف فيما يلى طريقة إيجاد جداول الصواب. 

نعتبر مثلاً ( م م ) -. شكل (3-2)064 يوضح كيفية تكوين جدول 
الصواب ل (و حم م)-. لاحظ أن الأعمدة الأولى للجدول هى للمتغيرات 
المنطقية... ,© ,مء وأنه يوجد عدد من الصفوف كاف فى الجدول لتمثيل 
جميع التوافيق الممكنة من 7 و لهذه المتغيرات. فى حالة متغيرين اثنين 
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كما فى السابق يلزم وجود 4 صفوفء وفى حالة 3 متغيرات يلزم وجود 8 
صفوفء وعامة فى حالة ” من المتغيرات فإن عدد الصفوف اللازم هو ”2. 
بالتالى يوجد عمود لكل مرحلة بسيطة فى تكوين القضية. قيمة الصواب عند 
كل خطوة تعين من الخطوات السابقة لها ومن تعاريف الروابط م2 ا - وفى 
التهابة تحغيل علن قيمة السزاب: للقفية فى العموه الأحير من التعدولا: 


شكل 3-2 


لتحاشى زبادة عدد الأقواس» نرتب أسبقية تطبيق الروابط المنطقية. تحديدًا 
ج- أولا ثم مم ثم اه 
مثلا 9م م ح تعنى 7م (م -) وليس (9م م) ل 


الصوابات المنطقية (الصوابات الدائمة) والتناقضات 
0011-5 ) 21210 21110108165 1 
بعض القضايا (... ,9 ,م)2 تحوى فى العمود الأخير من جدول الصواب 
القيمة 7 فقط. ويعبارة أخرىء هذه الصيغ تكون صوابًا دائمًا لأى قيم صواب 
لمتغيراتها المنطقية ... ,9 ,م. هذه الصيغ تسمى صوابات منطقية 5هذه10ماتاها. 
وبالمثل القضايا (... ,9 ,)2 نسمى تناقضات 6002201085 إذا احتوت فى 
جدول الصواب قيمة 7 فقط فى العمود الأخير. وبعيارة أخرىء تكون هذه 
الصيغة خطأ لأى قيم صواب لمتغيراتها ... ,و,م. فمثلا التقرير (م-0م) هو 
صواب منطقى ولكن (م حم م) هو تناقض. وبتحقق ذلك بمراجعة جدول 
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الصواب فى شكل 3-3. (جداول الصواب تحتوى على صفين فقط لأن كل 


م 6م إصضد ام م- لام زمد | ص 
و 7 | 1 1 © | 1 
و 7 | بم 1 5 | بم 


مده م (65) مرد لام (©2) 


شكل 3-3 


نلاحظ أن نفى الصواب المنطقى هو تناقض لأنه دائمًا خطأ. وأيضًا نفى 
التناقض هو صواب منطقى لأنه دائمًا صواب. 

والآن ليكن (... ,ب ,م)م صوابًا منطقيًا (... ,و ,م)رم, (... ,و رصايص, أى 
قضايا. بما أن (... ,؟ ,م2 لا تعتمد على قيم الصواب الخاصة بمتغيراتها ,م 
... ,4 يمكننا أن نعوض ب ,7 بدلاً من م, ونعوض ب ,2 بدلاً من و» ... فى 
الصواب المنطقى (... ,9 ,م)7 وما زلنا نحتفظ بالصواب المنطقى بعد التعويض. 
وبعبارة أخرى: 
نظرية 3.1 مبدأ التعريض «155غه)1)وطه5 4ه ءلمزءهنتءط إذا كان (... ,و ,مم 
صوابًا منطقيًا فإن القضية (... ,د ,,م)م تكون صوابًا منطقيًا لأى قضايا 


وو ور 
التكافؤ المنطفى ع 1172165 لدءزعه.آ 


الضيتان (... ,؟ ,م)ل , (... ,9 ,م20 يقال لهما متكافئتان منطقيًا أو 
متساويتان ويرمز لذلك بالرمز 


(... .9 ,م)0 3 (... ,و ,مام 
إذا تطابق جدولا الصواب لهما. نعتير مثلاً جدول الصواب للقضيّتي: 
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© مما و داوب فى شكل 3-4. يلا حظ أن للتقريربن نفس جدول 
الصواب بمعنى أن التقريرين خطأ فى الحالة الأولى وصواب فى باقى الثللاث 
حالات. وعليه يمكننا كتابة 

وح باص > (يو ممم 


أى أن القضيتين متكافئتان منطقيًا. 


(#مم)- (ه) 


شكل 3-4 


جدول الصواب الفعلى للتقرير (4-- 07 م)- موضح بشكل (3-4)5. وهو يتكون 
بالضيط من أعمدة الجدول (3-4)6 التى تظهر انبحت المتغيرات وتحت القضية 
المنطقية. الأعمدة الأخرى استخدمت فقط لتكوين جدول الصواب. 


جبر القضايا 5 01 وناطعع آم 
تحقق القضايا عدة قوانينء» أوردناها فى جدول 3-1 (فى هذا الجدول 
7 و يرمزان لقيم الصواب. صواب وخطأ على الترتيب). ونذكر هذه النتيجة 
نظرية 3.2 نحقق القضايا القوانين المذكورة فى جدول 3-1. 
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جدول 3-1 قوانين جبر القضايا 


معدممم (153) مد ملام (©1) 
١‏ (78و)ممىت+ىرومم) (25) م 7 ؟) لامىء /ا(ونام) 20) 


(قوانين التبديل) 55دا 809 انهه 
مم > ومم (35) 


(قوانين التوزيع) وجا »«فسطاءئطاط 


1 


(ممم) /ا(ومم) 2 م اهامم (46) م امام (و ناما ت (مىو)لام (45) 
(قو انين التطابق) وه نم10 


م> مم (55) 

ع ممم (66) 
(قوانين التمام) وهها أمعدصوء ارده © 

“7 >-مدمم (76) 

1 > 2 (ؤق8) 


(قانون الالتفاف) 12# سمناسطه١ه1‏ 
معدم-- (9) 


(قوالين دى مورجان) 175 6'سدع,ه221 
و- يامح- 5 (ودمم)- (105) 4-م مد ع (و لام)- (1060) 


التقارير الشرطية وثنائية الشرطية 
5 11101121 21101 2012101102121 
العديد من التقارير وخاصة فى الرياضيات لها الشكل "إذا كان م فإن ؟". 
مثل هذه التقاربر تسمى تقاربر شرطية أو استلزامات ويرمز لها بالرمز 
3 جح دمر 
الاستلزام وج م يقرأ عادة "م يستلزم ©" أو "م فقط إذا كان 9". 
هناك نقرير آخر شائع له الشكل "م إذا وفقط إذا كان ب". هذا التقرير 
يسمى تقريرًا ثنائى الشرطية وبرمز له بالرمز 
<> مز 
قيم الصواب لكل من حم و و <> م معرفة بالجداول فى شكل 3-5. يلاحظ أن: 


اث 


() الاستلزام م جه م يكون خاطئا فقط إذا كان الجزء الأول م 
صوابا والجزء الثانى إ خطأ. وعلى ذلك إذا كان م خطأ فإن الاستلزام 
يحم يكون صوايًا مهما كانت قيمة الصواب ل 9. 

(5) ثنائى الشرطية ؟ <> م يكون صوابًا عندما يكون م وب لهما نفس قيم 
الصواب ويكون خطأ فى غير ذلك. 


#جهم (5) 


شكل 3-5 


جدول الصواب للتقرير 4م - يظهر فى شكل 3-6. يلاحظ أن جداول 
الصواب للتقريرين 74م - و بج م لها نفس العمود الأخيرء أى أنهما خطأ 
فقط فى الحالة الثانية» وبالتالى بج م يكافى منطقيًا ولا م- أى أن 


وام وهم 


# لا صرح 


شكل 3-6 


ويعبارة أخرى, التقرير المشروط "إذا كان م فإن 9" مكافى منطقيًا التقرير "ليس 
م أو 9" والذى يحتوى فقط على الروابط له - (أو و ليس) وهو جزء من اللغة 
المستخدمة. يمكن النظر إلى وي + م كاختصار لتقرير يتكرر كثيراً. 
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الحجج 1615 
الحُجة هى تأكيد على أن فئة معطاة من القضايا م2 ,... ,و ,5 والتى تنسمى 
فر وضًا 5 تنتج قضايا أخر ى 0 تسمى النتيجة 5105ناأءدمء. هذه الحجة 
يرمز لها بالرمز 

س2 ,... روش ربش 


و 


مفهوم ١|"‏ جة ١|‏ 5 لقية" أو ١"‏ جة ١|‏ 5 شرل يصاغ كا لتالى: 


تعريف 3.4: الحجة © -لل2 ,... روص ورم يقال أنها صحيحة إذا كانت 0 صوايا 
عندما تكون جميع الفروض 161971565 .2 ,... ,و2 ررم صوابا. 


القضايا م2 .,... ,دم ,رطم تكون صوابا آنية إذاء وفقط إذاء كانت القضية 
وم ... موم.م رط صوابًا. وبالتالى فالحجة 0-(ال2 ,... ,و5 ,5 صحيحة إذاء 
وفقط إذاء كان 2 صوابا عندما تكون ,طم ... م يم م ,رم صواياء أى إذا 
كانت القضية 0 جه (لمل م ... م يم ,5) صوابًا منطقيًا كما يلى: 


نظرية 033 الحجة زيم 55 ووم 2 صحيحة إذاء وفقط إذاء كان التقربر 


0 ج زرطم ... مرطمرط) صوابًا منطقيًا /83 13101010 . 


الدوال التقريرية (القضايا المفتوحة) والأسوار 
1175 ,1111110115 05110221م ]1 

لتكن 4 فئة معطاة. الدالة التقريرية 6]105دنة |0516088م0]م (أو الجملة 

المفتوحة أو الشرط المفتوح) المعرفة على 4 هى تعبير (©)م له الخاصية أن 
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(©)م صواب أو خطأ لكل 4 © 4. ويعنى هذا أن 00م تصبح تقريرًا (وله قيمة 
صواب) عندما يعوض أى عنصر 4 » © بدلا من المتغير *. الففة 4 تسمى 
نطاق انعريف (مص والفئة م1 المكونة من جميع عناصر مر القدى تجعل (©)2ر 
صوايًا تسمى مجموعة الصواب 566 طانم1 ل )م. أى أن 


[0*)م ,10 عه (عنط ذذ («)مرك ع + :م - ,1 


من الشائع أنه عندما تكون 4 فئة أعدادء فإن الشرط ()م يكون على شكل 
معادلة أو متباينة تحتوى المتغير *. 


سور الشمو ل *12211113لل لوكتاء 101117 
لتكن (*)م دالة تقريرية معرفة على المجموعة 4. التعبير 
)3.1 (عام(4م كع «9) أو («)م ع9 


ويقرأ " لكل داكي الفعة 4» فإن التقرير («)م صواب" أو باختصار "لجميع )اه 
(«)م". الرمزلا الذى يقرأ ركدكنض أو "لجميع" أو "لأى" ,"٠ل‏ م2" 
"بيصة 202" أو "لمعلا :10" على الترتيب» يسمى سور الشمول ا021176558ا 
117 التقرير (3.1) يكافئ التقربر 

(3.2) 4 - ((عام ,4 ء :م ! - ,1 

أى أن فئة الصواب ل (*)م هى كل الفئة 4. 


التعبير (0)م بذاته يمثل جملة مفتوحة أو شرطا مفتوحًا ويالتالى ليس له قيمة 
صواب. أما التعبير («)م* ,2 أى (2)م مسبوقة بالسور ا, لها قيمة صواب 
تنتج من التكافؤ بين (3.1) و(3.2). وبالتحديد 


0: إذا كانت الفئة ((0)م ,ىم ع +«:<ا) - 4 فإن التقرير (2«)م/٠‏ صحيح 
55 5 (مام ع« ترء8) ,ل - ((عتمم رك ع ع« :2 ]1 :0 


وفى غير هذه الحالة فإن (منم 9 خطأ . 


50 ل 


سور الوجود 02511111 امتامء ا دا1 
لتكن ()م دالة تقريرية معرفة على الفئة 4,. التعبير 


(3.3) («)م(ه ء عد) أو (عدام 3 


بقرأ "يوجد عنصر +« فى 4 :بحيث 00م تقربر صائب" أو ياختصار " لبعض 
د فإن ام" . الرمز 3 والذى يقرأ "يوجد" أو "ليعض" أو "لعنتصر واحد 
على الأقل" يسمى سور الوجود دع ‏ لأضقنان ااتخدعأاواعدء ,. التفرير (3.3) يكافىئ 


3.42 2 ((عدام,م حِ دن - ,1 


أى أن فئة الصواب للشرط ()م غير خالية. وعلى ذلك يكون للتعبير 
(«)مجةء أى (*)م يسبقها السور 3, جدول صواب. تحديدًا 
(«)م" صحيح. 


زعنما 15 (2)م نك معط ,2 ع ((0مم :«] 11 :02 
وفى غير ذلك, )معدت خطأ. 


نفى التقارير المسورة 

15 0111110 01 21101م6ا 
نعتبر التقرير "2216 3:6 523015 :ةم 1اثى" (كل طلاب الرياضيات من 
الذكور). نفى هذه العبارة يقرأ "ليس كل طلاب الرياضيات من الذكور" 
"2121 35 2522[055 غ3 211 أهقط عقدء عط 0م 15 غ1" ونكافؤها "يوجد على 
الأقل طالب واحد رياضيات من الإناث" هزم طتهص عمه أكدع1 )2 كادلعك عمرعط1" 
"6216 وذ 50 وياستخدام الرموز مع أخذ 74 رمرًا لفعة طلاب الرياضيات 
يمكن كتابة ما سبق كالتالى 
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(ع231 أمم 15 )( لاع 3-2) ت (ع1هم 5اع«د)(الط ع «9)- 


أو إذا كانت («)م ترمز ل "+ ذكر" فإن 


(«)م-(لا ء ع-ذ) د (عرام (4ة ء «7)- أو («)مح عد حت («ام :9ب 


ما سبق صحيح لأى تقرير (508. أى أن: 

نظرية 3.4 (موع:ه17/10ء2): (ع)مرد ء + 3) 5 («ام(4 ع <97)- 

نفى التقرير "4 ع +« فإن الخاصية ()م صحيحة" يكافىئ التقرير "توجد 
4 > * تجعل (0)م غير صحيحة " . 

وبعبارة أخرىء التقريران التاليان متكافئان: 

1. ليس صوايًا أن لكل عنصر 4 © © يكون (0)م صوايا. 

2. يوجد عنصر 4 »© 6 بحيث أن (©)م خطأ. 


.عنام 5آ (ه)صر رقم ء ه 1[ة 101 رأهطا عنما 201 15 )1 .1 
.1215 ذا (0)م 8316) طأعراة لم > 4 30 كاأؤاكزء 111256 .2 


توجد نظرية مشابهة لنفى التقاربر المحتوية على سور الوجود. 
نظرية 3.5 (مدع:06210): (مر)ام-(م ء «ل) د (عرام(4 ء 34)- 

أى أن التقريرين التاليين متكافئان: 
1 ليق صوابا أنه يوجد عنصر 4 © © بحيث يكون (©)م صوابا. 
2. لكل عنصر 4 © ه يكون (4)م خطأ. 


.نلا 15 (0)م رك © 2 5022 105 ,رأقط) عناتا امل 15 غ1 .1 
.115 15 (مام ,كم ج »© 211 :10 .2 


الدوال التقريرية فى أكثر من متغير 


لود ع02) سفط لط :101 111 كدمل)ع دن لحسصه1)أكممموعط 


الدالة التقريرية فى # من المتغيرات المعرفة على فئة حاصل الضرب 
برك»... ها يكل > 4 - 4 (سوف يأتى التعريف فى فصل 26 هى التعبير 


:55ت 


,2 ...و3 )72 


وله خاصية أن (,4,... ,2 و1©)سر يكون صوابا أو خطأ لأى نونئى مرتب (16م0-01) 
(),© 576 061 من أم. 
مبدأ أساسى عامنءهنءوط2 82516: الدالة التقريرية المسبوقة بسور لكل متغيرء 
مغل 

)ا عام برتلا أو (2,ز,عام جتترلاجد 


ترمز إلى تقربر 'نكون قيمة صواب. 
نفى التقارير المسورة فى أكثر من متغير 
عاطق 72 عه0) شسفط لط :1101 1115 5ارعء درء512 122111160لي) عملتادعء ا[ 


التقارير المسورة والمحتوبة على أكثر من متغير يمكن أن تتنفى باستخدام 
نظريات 3.4 و3.5 على التتابع: كل يتحول إلى 3 وكل 3 يتحول إلى 7 
مع انتقال علامة النفى - عبر التقرير من اليسار إلى اليمين. فمثلا 


[(2 ,اهام كد ]بورد > [( .دعام ,ترد صمت > [(2 ,دعام ,وترتر|- 


5-21 
الاستنتاج الرياضى نا س1 1و2 سدع ط) د71 
هناك خاصية أساسية للفئة 
(... ,2,3 ,1) - نم 


انسانخام فى براهين كثيرة وهى كالتالى: 
مبدأ الاستنتاج ١‏ أن ياضى 1 1 صمنععن س1 2121 سعط)112 01 عامتعممم 


لتكن 7 قضية معرفة على فئة الأعداد الصحيحة الموجبة ]1؛ أى أن 201 
تكون صوابًا أو خطأ لكل « فى 1. لنفرض أن 7 لها الخاصيتان التاليتان: 
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() (5)1 صواب. 
(11) (0+1) صواب عندما يكون 200 صوايًا. 
6نم 5 (2)1 (1) 
2 5أ (2)0 عا 2/10 عنام 15 (1 ع ممم (11) 
توجد صيغة لمبدأ الاستنتاج الرياضى تكون فى كثير من الأحيان أكثر 
ملا ئمة عند الاستخدام. وعلى الرغم من الاخخنلاف فى الشكل فهى فى الحقيقة 
مكافئة لمبدأ الاستنتاج. 
مبدأ الاستنتاج الر ياضى 11 11 صمناعن لم1 لدعم سعط ج11 زه عامأتعممط 
ليكن 7 قضية معرفة على فئة الأعداد الصحيحة الموجية 1 بحيث أن: 
(6 (2)1 صواب. 
(11) )م صواب عندما يكون 27)6 صوايًا لكل 4>7 >1. 
2 15 (2)1 (1) 
ص >كع > 1 11 :ه10 عنما ذا (/)م «ملاعمعطنت عنصا ذا رمام (1) 
ملحوظة عاوومء: فى بعض الأحيان نريد أن نثبت أن التقرير 7 صواب 
لفئة الأعداد الصحيحة 
[... ,2 +©#.,] +ن .,ه) 
حيث 4 عدد صحيح (وقد يكون صفرًا). هذا يمكن إثباته بتبديل 1 مع ه 
فى أى من مبدئى الاستنتاج الرياضى السابقين. 
مسألة محلولة 3.1 حدد قيمة الصواب لكل من التقارير التالية: 


8 15 01 طعدء 01 عنال[ة/ا لانت عغط) عمتمسعاء2آ 3.1 صرء اطوعط 50160 
ات ايتاك 


 )0( 4+ 5 - 9 2001+ 2-4‏ ( 3-9 +3006 5 -2 +4 (م) 
7-11 + 4ه 5 - 2 + 3  )4(‏ 1-7 ++ 06ت 2-5 +3 (5) 


تت 


الحل: التقرير "م و 9" يكون صوابًا فقط إذا كان كل من م وب صوايًا. 
وبالتالى: (©) خطأء (5) صواب. ©) خطاء 4) صواب. 
مسألة محلولة 3.2 أعد كتابة التقارير التالية بدون استخدام الشرط 

(6) إذا كان الجو باردا فهو يرتدى قبعة. 

(6) إذا زادت الإنتاجية ارتفعت الأجور. 


1 5158نا أنامط ةا 5216126205 101107128 عغطا عغم عا 3.2 ممعاطوحظ لعجاود 
001111 


قط 3 ذققء/ا عط ,ل010» 15 16 14 (6) 
,15 5ع7/28 لعغطا ,1256355 /إ1710اءنال20م 15 (5) 


الحل: تذكر أن التقرير" إذا كان م فإن ب" يكافئ (منطقيًا) (ليس م أو 9) 
أى بويام- ب جم ولهذا نكتب التقارير كالآ تى 

(©) الجو ليس باردا أو يرتدى قبعة. 

(6) الإنتاج لم يزد أو ارتفعت الأجور. 


مسألة محلولة 3.3 حقق أن التقرير (مم) 07م هو صواب منطقى. 
.2000108 15 (و م راح مااع 051]10م20م عط أقط كلعلا 3.3 دمعاطمعظ ل0؟01د5 


الحل: نكوّن جدول الصواب للتقرير (©57)- 0م كما فى شكل 3-7. بما 
أن قيمة الصواب للتقربر (مم) ديام دائما 5 لجميع قيم كل من م و9 فإن 
التقرير هو صواب منطقى. 


(# مم)- لام[زرومم)-|اومم 


داب ب ب 
ب ياباب 


شكل 3-7 


كا 56ت 


الفصل الرابيع 


العسد 


2))--455 


فى هذا الفصل: 
كن مبادئ العد الأساسية 
رمز المضروب 
كي معاملات ذات الحدين 
4 التباديل 
كه التوافيق 
كي مبدأ خُن الحمام 
كا المبدأ الشامل - المانع 
كا التجزئيات المرتبة وغير المرتبة 


ميادئ العد الأساسية وع لمن سواط عدتاستاه© عزود8 


يختص التحليل التوافيقى 515ل(3231 5301024011321مء, وبشمل دراسة التباديل 
والتوافيق والتجزيئات» بتحديد عدد الاحتمالات المنطقية لبعض الأحداث 
دون الحاجة إلى تحديد كل حالة بالضرورة. يوجد مبدآن أساسيان للعد 
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مبدأ قاعدة المجموع عامتعستءط علس مسسك: لتنفرض أن حدثا يمكن أن 
يحدث بعدد :”7 من الطرق وأن حدما ثانيًا كا يمكن 
أن يحدث بعدد 7 من الطرق وأن الحدثين 8. / لا 
يمكن حدوثهما معًا فى نفس الوقت. فإن 8 أو / 
يمكن حدوثه بطرق عددها 7+ 7. وعموما إذا كان 
الحدث الأول ,5 يمكن أن يحدث بعدد ,« من الطرق 
والحدث الثانى د يمكن أن يحدث بعدد تي من 
الطرق والحدث الثالث 5 يمكن أن يحدث بعدد دم 
من الطرقء .. وأن أى حدثين منها لا يمكن حدوثهما 
فى نفس الوقتء فإن واحدا منها يمكن حدوثه بطرق عددها ... + وم + ور + رم. 


مبدأ قاعدة الضرب عامنعمنء2 2:1 )عل0ع2: تفرض أن حدثًا يمكن 
حدوثه بطرق عددها 77 وأن حدما آخر ”/ يمكن حدوثه بطرق عددها # فإن 
عدد التوافيق 070618221085ء التى يمكن حدوثها بين 2 و/م هو :7. وعمومًا 
نفرض أن يمكن حدوثها بطرق عددها ,28 يتبعه حدث ثان يل يحدث بطرق 
عددها د يتبعه حدث ثالث زر يحدث بطرق عددها :م وعدا فإن جميع 
الأحداث يمكن حدوثها بالترتيب المذكور بطرق عددها ... . وم . 75 ٠.‏ رى. 
يوجد تعليل لهذين المبدأيين معتمدًا على نظرية الفئات. ويصورة أوضح 
نفترض أن (7)4 يرمز لعدد عناصر الفئة 4:“فإن: 
1. مبدأ قاعدة المجموع ءامتعمق5 عات 0 إذا كانت 4, 8 فئتين منفصلتين 
فإن 
(8)م + (4م)ير د زور ن )ير 
2. مبدأ قاعدة الضرب ع1مأ220 16ئا]1 )عداله: ليكن 8 << 4 حاصل الضرب 
الديكارتى للفئتين 4: 8 فإن: 
:)4(١:)8(‏ ع (8 >< 4 
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رمز المضروب 1201121531 
تاصل ضرف الأعداد الصيحة الفرجية هق 1[ شاملا برقع الماتالرهه 
(يقرأ "مضروب 77 (2نءماء* ,): 

1 -2()0-ص) ... 1١2:3‏ دامر 
بعبارة أخرى يعرف !7 كالآ تى 


إ(1-م).ن دامر و 1[-![1 


ومن المفيد تعريف 1[ -!0. 


معاملات ذات الحدين كع كك تل1ء 00 [متسرمسا8 
4 
الرمز ) 


» -عحيث ”7 79 أعداد صحيحة موجية: م مر يعرف كالآ نى 
5 


(لجع- 20٠.)‏ - م)(! مام 8 


+(1-م)...10203 5 


وبمكن كتابته أيضًا على الصورة 


1 ا عي 0 
إلمجدمااء «(1-م)...102:3 


م 


لكن م > م -م) - م فيكون لدينا العلاقة الهامة التالية: 


معامللات ذات الحدين ومثلث بسكال 


عأ1358'! د *لدوعوة2 320 5اأدضعق1112ع0) 121نمساظ 
4 
الأعداد ) تسمى معاملات ذات الحدين حيث تظهر كمعاملات فى مفكوك 


9 
المقدار ”(8+ 2). يمكن إثبات أن 


7م 
ا يغ - "مهم 
عل 0د 
1 ح 6م +») 
96 + #6 ع إ(ظ+ه) 
*:م + مم2 قم اح ترإم+ه) 
هخ + ه83 + 83023 + 23م ح «(ر(6 +دم) 
4م + تؤى4ي + 262ه6 + زتهي +دأ نج اح إر(ة +عم) 
فن + كؤع5 + 262ه10 + 106382 + ؤكه5 + 5ه اح كر( + 4) 
*6 + 5ؤيج6 + 1554ج15 + 302ج20 + 452م15 + ققكه6 + في اح #(زبدع) 
5 1 
2 1 1 
1 2 1 
1 83 38 1 
401 © 1 
1 5 10 (10) 6 1 
1 6 15 (05()20) 6 1 
شكل 4-1 


معاملات القوى المتتالية ل (5 + ©) يمكن ترتيبها فى نظام مثلثى الشكل 
من الأعداد يسمى مثلث بسكال كما فى الشكل 4-1. 


الأعداد فى مثلث يُسكال لها الخواص المشتركة التالية: , 
(1) العدد الأول والعدد الأخير فى كل صف هو 1. 
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() أى عدد آخر فى هذه المصفوفة يحصل عليه بجمع العددين اللذين 
يظهرات مياشرة أعلاه فى الصف السابق. مثلة 4+ 10-6, 10+ 5 - 15, 
0 + 10 -20. 
بما أن الأعداد التى تظهر فى مثلث يُسكال هى معاملات ذات الحدين فإننا 
نحصل على الخاصية (11) من النظرية التالية: 


نسدد ).70 


النباديل 0م16 
أى تر ينبا لفنة « امي الاناء فى اترصيية حغين وحصي البلدرياد لهذه الأشياء 
حون ينها ل أى تر' تيب معين لأى « < « من هذه الأشياء يسمى 


تبديل من نوع ” أو تبديل الحا مأخوذ منها«# فى كل مرة. 
نعتبر مثلا مجموعة الحروف 4 .نه ,5 ,6. فإن: 
() #ع#طء وطءكء ذاه هى تباديل للحروف الأربعة مأخوذة كلها معا. 
(11) 54: 5ههء #طءء وء5 هى تباديل للأربعة حروف مأخوذ منها 3 مععا 
فى كل مرة. 
(نذذ) 40.05:44 ء 854 هى تباديل لأربعة حروف مأخوذ منها 2 معا فى 
كل مرة. 
عدد التباديل لأشياء عددها 7 مأخوذ منها ” فى كل مرة يرمز له بأحد الرموز 
((00) 01 ورط ع بط مخ و(2)71:7 
وسوف نستتخدام الرمز (2)0.7/ ونستنتج له صيغة عامة فيما يلى. 


استنتاج صيغة للعباديل )2 (عوم)2 د10 ملتتصعره 1 عط) 01 سملخوسامء12 

استنتاج الصيغة لعدد التباديل ل ” من الأشياء مأخوذ منها « فى كل مرة 

(التباديل من رتبة 7 ل 7 من الأشياء) (,22)0 يتم بالطريقة الآنية. العنصر 
د ل 


الأول فى التبديل من نوع لعدد ”7 من الأشياء يمكن اختياره بعدد 7 من 
الاختيارات المختلفة. أما العنصر الثانى فى التباديل فيمكن اختياره يعدد 
2-1 من الطرق ويتلو ذلك اختيار العنصر الثالث بعدد (7-2) من الطرق. 
نستمر على هذا المنوال حتى العنصر رقم + فيتم اختياره بطرق عددها 
1[ +م-مم-(] -م)-#. وهكذا باستخدام المبدأ الأساسى للعدء نحصل على 


(ل+ م م)..٠(0-2)(!-م)م‏ - زعي.مام 
وبمكن أيضًا إثبات أن 


المعدم) ١‏ جم م)١٠(2-م)()١‏ - مم 


إ(م-م) - زاجم -م)١٠٠(2-2)(١-‏ )م 


0 


إ(م-م) 
وبذلك نكون قد أثبتنا النظرية التالية: 


ا 


نظرية 4.2: ملس - ,مام 


نتيجة 4.3: يوجد عدد !”7 من التباديل ل + من الأشياء مأخوذة جميعها معا 
فمثلاً: يوجد 3-1.2.3-6 من التباديل للحروف الثلاثة م, 5, 6. هذه 
التباديل هى: ءله: عه عوطء وعطء طهه» ونء. 
التباديل مع التكرار 5 71116 111112610115لء 12 
عادة ما نطلب معرفة عدد التياديل لفئة متعددة )ء5ز]اناط؛ أى فئة من الأشياء 
بعضها متشابه. إذا رمزنا ب 

يقلو 000 000 


لعدد من التباديل 7 من الأشياء منها 00 متمائلء2 )22 متمائثلء 0 
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(,7) متعمائل (أو مكرر) فإن الصورة العامة هى: 
5 . 7 0 1 
نظرية 4.4: حك براي موا 


التوافيق 20011015 


نفرض أن لدينا ن من الأشياء. التوفيق 0206102098 لهذهال م من 
الأشياء مأخوذ منها ‏ معا هو أى اختيار ل « من هذه الأشياء حيث 


الترتيب لا يهم. ويمعنى آخر التوفيق من نوع ” لفئة بها # من الأشياء هو 
أى فئة جزئية منها تحتوى + من العناصر. فمثلا توافيق الحروق #» ,١‏ ه, 24 
مأخوذ منها ثلاثة فى كل مرة هى 
(لبعبط) ,[قن.4) ,(للبرطه) .(عبطرها أو باختصار ‏ 020,524 ,084 ,6ه 
نلا حظ أن التوافيق الآتية متساوبة 
© ,2 © ,20 ,206 ,ع0 ,عطهو 
فكل منها رمز للمجموعة (ع ,5 ,ه]. 


يرمز لعدد التوافيق ل ” من الأشياء مأخوذ منها ” معا بالرمز (0),7 فى 
بعض النتصوص تستخدم الرموز م رناء 60 وار . سوف نستعخدم الصيغة العامة 
.)© فيما يلى. 


قانون ل (,م)©) (” .7)ن) *ده10 ماسسسره1 


بما أن أى توفيق ل 7 من الأشياء مأخوذ منها ‏ معا بعين ” من تباديل 
هذه الأشياء ضمن هذا التوفيق» فيمكننا استنتاج أن 


م ,سانا" - م ,سار 
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نظرية 4.5: 0 7 اك زدرينع 


[(م-م)ام ‏ 
تذكر أن معامل ذات الحدين : ٍ عرف ليكون كل ولذلك 09 - ( ,)© 
ميدأ خن الحمام عام ستعرط عام طاسمععنط عط] 


كني من النتائج فى نظربة التوافيق بأتى من التقربر الواضح التالى. 

مبدأ خن الحمام: إذا تم شغل عدد « من أختان الحمام 5ع مم 
بعدد (7+1) أو أكثر من الحمام 5 فإنه يوجد على الأأقل خن 
عامطهمعع 1م واحد مشغول بأكثر من حمامة 2مع15م. 


يطبق هذا المبدأ على كثير من المسائل حيث نريد أن نوضح أن وضمًا فين 
ممكن الحدوث. فمثلا : : نفرض أن أحد الأقسام به غدد 15 أستاذا» كد 
يكون اثنان من الأساتذة 15 من مواليد نفس الشهر 21560220165. 
مبدأ خن الحمام يعمم كالاتى: 

تعميم مبدأ خن الحمام عامتع ماعط عامطسمععونلط لعمت لومعم © 
إذا شغل 7 من أخنان الحمام 65 ”7 بعدد 6+1 أو أكثر من 
الحمام 5 حيث / عدد صحيح موجب فإن خن واحد على الأقل 
مشغول يعدد 1 +/ أو أكثر من الحمامات 25مع18م. 


المبدأ الشامل-المائع عامتعدء! دمتوساء 1 -صوتكسعم1 ع1 
إذا كانت 4 و8 فكتين منتهيتين»: فإن 
(ق همه - (ه)س+ زم)» - زهت م)»” 


ويعبارة أخرىء لإيجاد العدد (8 ب41)” لعناصر الاتحاد (8 ب 4) فإننا نجمع 
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العددين (7)4 و(8) ثم نطرح من حاصل الجمع العدد (8 0 2)4, يمعنى 
أننا نشمل الأعداد (78)4 و(7)8 ونستبعد العدد (8 0 4)ن. هذا المبدأً 
صحيح لأى عدد من الفئات. نعرض القانون فى حالة 3 فئات. 


نظرية 4.6: لأى فئات منتهية 4,» 8, © فإن 
(6)م + (8)م + زم )م - (0 ن8 ريال )1 
(0 حظ مم4 )م + زع م8 م - (0 مام - (8 حم )م - 
التجزيئات المرتبة وغير المرتبة 
535 201:011:01ل] 3210 01010 


لتكن 4 حقيبة تحتوى عدد 7 كراتء مرقمة من 1 إلى 7. نحسب عدد الطرق 
التى يمكن بها سحب أولا كرتين من داخل الحقيبة ثم 3 كرات من الحقيبة 
وأخيرًا كرتين من الحقيبة. أى أننا نريد معرفة عدد التجزيئات المرتبة 


للفئة المكونة من عدد 7 كرات إلى خلية ,4 تحتوى على كرتينء وخلية د 
تحتوى على 3 كرات ثم خلية ده تحتوى على كرتين. وبسمى هذا بالتجزىء 
العرعن انها مير فين 


[[1.2) .(3,4,5) ,(1]]6,7 5د [[1,2(.]3,4,5[.)6,7]] 


وكل منها يحدد نفس التجرئ للفئة 4. 


7 
2 
الكرتين الأوليين» أى لتعيين الخلية الأولى م ؛ ويلى ذلك وجود عدد 
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5 
5 كرات باقية فى الحقيبة ولهذا بوجد عدد ٍ ]| طديقة سحب 3 كرات منهاء أى 
3 


لتعيين الخلية الثانية 42. وفى النهاية توجد كرتان ياقيتان فى الحقيبة ويذلك 


2 


2 


' 0 ش 12 7١‏ 
مث جه 1 -| | ]| | 
1١2 1-203 1.2‏ 2/512 


تجزىء مرتب مختلف للفئة 4 إلى خلايا :4 تحتوى على كرتين» 42 'تحتوى 


نلا حظ أن 
032 (210 !32 215 2/2 


لأن كل بسط بعد الكسر الأول يحذف مع الحد الثانى فى مقام الكسر 
السابق له. وبمكن إثيات صحة ذلك فى الحالة العامة, فنحصل على 
نظرية 4.7: إذا احتوت الفئة #4 على ” من العناصر وكانت ع7 ,... ,2 ررم 
عاد "ميديية مون #معسوطيا 1ن أى أن 
رض + ...+ وم + ,ير ع بر 
فإنه يوجد عدد 
7 
ل 0 

من التجزيئات المرتبة المختلفة للفئة 4 على الصورة [,4 .... ,42 ,.] حيث 
41 تحتوى على 7 من العناصرء 42 تحتوى على :” من العناصرهء ... ,4 
تحتوى على ,” من العتاصر. 
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مسألة محلولة 4.1 نفترض أن لوحة أرقام السيارة تحتوى على حرفين ثم 
ثلا ئة أرقام, والرقم الأول لا يساوى الصفر. كم عدد اللوحات التى يمكن 
.. 7 ها؟ 

101107 15م ع1 3/0 6011631115 1266م 116115 2 7056م نا5 4.1 تدر اطوعظ 50170 


16625 الدع 011121 لاقم 10379 .مجع غ20 العلل أ5ع8 عط طاتب واتعال ععمط زط 
67م عط لحقء 1265م 


الحل: كل حرف يمكن طباعته بعدد 26 طريقة مختلفة, والرقم الأول له 9 
طرق وكل واحد من الرقمين التاليين له 10 طرق مختلفة؛ أى أن عدد لوحات 
الرخص المختلفة التى يمكن تصنيعها هو: 

26١026-١9-10 ٠١ 10 - 0 


مسألة محلولة 4.2 كم عدد التباديل لسبعة أحرف من الممكن تكوينها 
مستخدمًا حروف كلمة "81821/281718"؟ 


لع مم1 عط مقت 31025] لقعم كعأاع1-لاع /اع5 /[نوم بنان11 4.2 تدع أطاومع© 50190 
81/211117 8 '* 7/0150 عط ]0 5طعناء1 عط عدزدنا 


الحل: نبحث عن عدد التباديل لسبعة أشياء منها 3 متمائثلة (حرف 8) وأيضًا 
2 متماثلان (حرف 7). نظرية 4.4 تعطى عدد الكلمات وهو 


7000 


اس -ت 
31-1 !32 


> (7:3:2)م5 


مسألة محلولة 4.3 أوجد عدد الطرق ”7 التى يُجزأ بها عدد 12 طاليًا فى 
ثلاث فرق رياضية ,4, دكء :4 بحيث يحتوى كل فربق على أربعة طلاب. 
21ت 5110215 12 أهقطا 8/21/5 77 01 اعنام عط لسمتط 4.3 درعلطوع2 501560 


5 للال3ة! تأعدع أهط) 50 ,ربت 200 ريف ررك ,كطتقع) عععط) ماما لعدمل نمدم 
.50105 10101 


11 


3 


الحل: ليكن 4 أحد الطلابء فيوجد طرق عدد ٍ 


67 ل 


يكونون مع 4 فى نفس الفريق. ليكن 8 هو أحد الطلاب من غير فريق 4» 
7 
فيوجد طرق عددها 8 لاختيار 3 طلاب ليكونوا مع 8 فى نفس الفريق. 


الطلاب الباقون يكونون الفريق الثالث. أى أن عدد الطرق التى يجزأ بها 
الطلاب فى الفرق الثللاث هو 


1117 
5 - 165:35 : -1, 
3ر3 


68 م 


الفصل الخامس 


العلاقات 


1215 
فى هذا الفصل: 
كي فئات حاصل الضرب 
كم العلاقات 


التمثيلات التصويرية للعلاقات 

تركيب العلاقات 

أنواع أخرى من العلاقات 

مه خواص الإغلاق 

كم علاقات التكافؤ 

كا علاقات الترتيب الجزئى 
فئات حاصل الضرب 55 غ16 وسرط 
نعتبر أى فئتين 4 و8. ففة الأزواج المرتبة 5تنهم 006:60 (6,) حيث 
4 > »و8 >5 تسمى حاصل ضرب 4 و8 أو حاصل الضرب الديكارتى 


ل 4 و8 ويرمز لها بالرمز 8 4 وبقرأ "4 ضرب 8". ومن التعريف 
(8ء 5لمة م ء ه:(0,ه)! - 8 »ام 


69 سه 


مثال 5.1 لتكن (1,2) > و ( ,8 ,4) - 8 فإن 
معط" .(ء ,ط,ه) - 8 لمهة (2 ,1) - ىم أاعآ 5.1 ع1 متسددكآ 
(,2,4(,)2.,5(,)2)ب(ء,ط),(ضط),(ه,1)! ع 8 عام 
((1(,)04,2(,)5,1(,)6,2(,)61(,)62,ه)! < م »8 
((1(,)1,2(,)2,1(,)2,2 ,1)) > لم »هل 
توجد ملا حظتان هامتان فى المثال السابق. الأولى أن 4 » 8ع 8 *« . 
فحاصل الضرب الديكارتى يختص بالأزواج المرتبة وبالتالى من الطبيعى أن 
يكون الترتيب الذى نعتبر فيه الفئات مهمًا. ثانيًا باستخدام (7)5 لعدد عناصر 
الفئة 5 فإن 
(5)8١(هام‏ - 2:3 - 6 - (8 ام )” 


وفى الحقيقة (8) ٠‏ (4): - (8 “< 7)4 لأى فئتيدن منتهيتين 4 و8. وينتج هذا 
من ملاحظة أنه لأى زوج مرتب (5 ,4) فى 8 << 4 توجد (7)4 من الاحتمالات 
للعنصر #ء ولكل من هذه الاحتمالات يوجد عدد (7)8 من الإمكانيات للعنصر 5. 

مفهوم حاصل ضرب الفئات يمكن تعميمه ليشمل أى عدد محدود من 
الفئئات. لأى فئات ,4 ,... ,دك ,4 فإن الفئات المكونة من النونيات المرتبة 
7-15 (م4 ,... ,ج04 ,1©) -عحيث رك © م4 ,... ردك »© ج04 ,رك © © تسمى حاصل 
ضرب الفئات ,4 .... ,و4 .4 ويرمز لها بالرمز 


نه 
ب4[] عه إلكل .»ارك »ا رلى 
21 


العلاقات 125 
نبدأ بتعريف. 

تعريف. إذا كانت 4 و 8 فئتين, فإن العلاقة الثنائية» أو ببساطة العلاقة من 
4 إلى 8 هى أى فئة -جزئية من 8 << 4. 


- 70 


نفرض أن + علاقة من 4 إلى #8. إذَا # هى فئة من 
الأزواج المرتبة حيث كل عنصر أول يأتى من الفئة 4 وكل 
عنصر ثان يأتى من 28 أى أنه لكل زوج 4 © هو 8 ء م 
يكون واحد فقط من التقريرين التاليين صوايًا: 

(ذ) 5 »ء (5 ,4) ونقول إن © لها العلاقة 7 مع 6 ونكتب 4/5. 

(13) 8 » (24,5) ونقول إن ه ليس لها العلاقة 7 مع 6 ونكتب ره . 
إذا كانت 8 علاقة من الفئة 4 إلى نفسها؛ أى إذا كانت # فئة جزئية من 
4 * 4م - *4, نقول إن 8 علاقة على 4. 

ونطاق تعريف العلاقة # هو فئة كل العناصر الأولى فى الأزواج المرتبة 
التى تنعمى إلى #, والمدى للعلاقة 8 هو فئة كل العناصر الثانية. 


العلاقة العكسية ده )ماع12 عكر ]1 


لتكن 8 أى علاقة من الفعة 4 إلى الفئة #. معكوس #8» ويرمز له بالرمز '/, 
هو علاقة من 8 إلى 4 تتكون من تلك الأزواج المرتبة الى عندما يعكس 
ترتيبها تنتمى إلى 8#؛ أى أن 


(ء (ؤبه) :( ,ط)] -1 


فمثلاً معكوس العلاقة ((ز,3) ,(1,2(,)1,2)) -8 من (1,2,3) -4 إلى 
(نر, ,ند) - 8 يعطى بالعلاقة 
((1(,)53ت).(ا)]ع لم 


ومن الواضح إنه إذا كانت 8 أى علاقة فإن 8 - ' (-8). أيضًا نطاق التعريف 
والمدى ل '2 هى نفسها مدى ونطاق تعريف 7 على الترتيب. بالإضافة إلى 
ذلكء, إذا كانت 8 علاقة على 4 فإن "8 تكون أيضًا علاقة على 4. 


- وناج 


الدوال كعلاقات 25 كدمتاع ص1 
هناك وجهة نظر أخرى لدراسة الدوال. قبل كل شىءء كل دالة 8 ج 4 :ر 
ننشىع علاقة من 4 إلى 8 نسمى مخطط الدالة 04 طمه7ع وتنعرف ب 

(©) رع ذضي,ه »ء عه :(ط5 ,ه)) -ز آه طمهةر 
الدالتان 8 ج 4 كر و 8 جح 4 :م 'تتساويان,» ونكتنب ع >ثر إذا كان )ع - (هلر 
لكل عنصر 4 » 6؛ أى أن لهما نفس المخطط. الآنء فى هذا المخطط 
للعلاقة نجد أن كل عنصر 4 فى 4 ينتمى إلى زوج مرتب وحيد (4,5) فى 
العلاقة. ومن ناحية أخرىء أى علاقة كر من 4 إلى 8 لها هذه الخاصية تنشىئ 
دالة 8 ج 4 :كر حيث ١‏ - (0)/ لكل زوج مرتب (4,5) فى /. وبالتقالى فإن 
التعريف المكافئ للدالة هو: 
تعريف: الدالة 8 ج 4 :كر هى علاقة من 4 إلى 8 (أى فئة جزئية من 
8 »ا 4) حيث كل عنصر 4 © © ينتمى إلى زوج مرتب وحيد (6,5) فى . 


التمثيلات التصويرية للعلاقات 

565 + 01 21]2610115ع5ع:1 142 216)01121 
نعتبر أولاً العلاقة 5 على الفعة 8 للأعداد الحقيقة؛ أى أن 5 فئة جزئية من 
8 »اع -82. بما أن 82 يمكن تمثيلها بفئة نقاط فى المستوىء فإنه يمكن 


تصوير 5 بتوضيح تلك النقاط فى المستوى التى تنتمى لق 5. هذا التمثيز 
التصويرى للعلاقة يسمى أحيانا مخطط العلاقة. 


من الشائع أن العلاقة 5 تتكون من جميع الأزواج المرتبة من الأعداد 
الحقيقية التى تحقق معادلة معطاة 


0 ح (بر ,عاط 


وفى هذه الحالة يكون مخطط العلاقة هو نفسه الرسم البيانى للمعادلة. 


رن 83 


تمثيل العلاقات على الفئات المنتهية 

5 11211 02 15126410825 01 12010215 تع دع "1ر11 
لنفرض أن 4 و 8 فئتان منتهيتان. نعرض فيما ,بلى طريقتين لتصوبر العلاقة م/ 
من 4 إلى 8. 

)١(‏ كوّن رصة مستطيلة صفوفها معنونة 1366160 بعناصر الفئة 4 وأعمدتها 
معنونة بعناصر الفعة 8, ثم ضع 1 أو 0 فى كل موضع فى الرصة 
وفقا لكون 4 ه على علاقة أم لا بالعنصر 8 »© 5 أم لا يقال لهذه 
الرصة مصفوفة العلاقة 712100 عط 06 <122)1. 

(1) ضع عناصر 4 وعناصر 8 فى منطقتين منفصلينء ثم ارسم سهما 
من 4 »ع © إلى 8 »ع 6 إذا كان ه على علاقة مع 5. يقال لهذه 
الصورة مخطط الأسهم 10 +320 للعلا قة. 

المخططات الموجهة للعلاقات على الفئات 
5 01 12)101215ع15 01 كنام 2" ه) ل0عاعع:1011 


توجد طريقة أخرى لتصوير العلاقة 8 عندما تكون 8 علاقة من 
عنصر * إلى كل عنصر «ر عندما تكون * على علاقة ب بر. يسمى 


((3 .4) ,(1 ,4) ,(4 ,3) ,(2 ,3) ,(4 ,2) ,(2 ,2) ,(2 ,1)) ع كر 


لاحظ وجود سهم من العنصر 2 إلى نفسه لأن 2 على علاقة / مع نفسه. 


تركيب العلاقات 5 01 0511021م02 © 
لتكن 4, 8, © فئات ولتكن # علاقة من 4 إلى 8 و 5 علاقة من 8 إلى ©. 
أى أن 8 فئة جزئية من 8 “4 5 فئة جزئية من © “ا 8. إِذَا 8 و 5 تنشئان 
علاقة من 4 إلى © يرمز لها ب 20:5 وتعرف تالتالى ء(5 ٠‏ 8)ه إذا كان 
5ه كط لبعض العناصر 8 » 56. 


ع5 للد 8ه عنتقط ع7 ,8 اك طزع50183 101 39211 ٠‏ 8)ه 


(ىء (ء,6) لهة لك (طره) طعنط» ءه؟ هع ط كاكتءك عمعطا:(ء,ه)! -ى ٠‏ / 


العلاقة 7٠15‏ نسمى كا 0 من م وى وأحيانا برمز لها ب 5ث/. 


لنفرض أن 8 علاقة على الفئة 4؛ أى أن 8 علاقة من الفئة 4 إلى نفسها. 
إذا 50# (تركيب # مع نفسها) معرف دائمّاء ويرمز لها بالرمز ©8. وبالمثل 
ره 8 8٠‏ - هه م - تع وهكذا. ولهذا فإن "8 معرفة لجميع الأعداد الموجبة «. 


أتواع أخرى من العلاقات ‏ 120005ء+011 وعمنز1 مرع)© 
لتكن 4 فئة. نناقش فى هذا البند عدذا من أنواع العلاقات الهامة المعرفة 
على 4. 

العلاقات الانعكاسية ع داقع 1 
العلاقة 8 على الفئة 4 علاقة انعكاسية إذا كان ه/ه لكل 4 »ه.: أى إذا كان 


* ء (»,ه) لكل 4 ع ه. ولهذا / غير انعكاسية إذا وجد #4 © 6 حيث 
» (© ,ه). 
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العلاقات المتماثلة والمتخالفة 
5 21153111111111 2110 دا 0131 3ك 

أى أنه عندما # » (5 ,6) فإن # » (ه ,5)., ولهذا فإن 8 تكون غير متمائلة 
إذا وجد 4 ع 6,ه حيث 2 ء (5 ,0) لكن / © (ه ,5). 

العلاقة # على الفئة 4 تسمى علاقة متخالفة ذأتاعتمديلا5)مة إذا كان 
1ه و »58 يستلزم 6 - ه أى أنه إذا كان # » (4,5) و # » 4 ,5) فإن 
م -». إذا # تكون غير متخالفة إذا وجد 4 » 5 ,ه بحيث (5 ,4) و (0 ,ة) 
ينتميان إلى 82 لكن مع ه. 
العلاقات المتعدية 5 151116 
العلاقة 7 على الفئة 4 نسمى علاقة متعدية 076]أ205] إذا كان 6ه و 6/0 
يستلزم 2101 أى أنه عندما يكون لع (5,©) و8 »ع ع ,5) فإن لل ب ,ه). 
ولهذا تكون 8 غير متعدية إذا وجدت العناصر ©» 225 © فى الفئة 4 حيث 
»ع (5 ,ه) و8 ه ‏ ,58) لكن 5 »© نك ,ه). 

. ويشكل عام 85ه٠'م - "م‎ 85- 8٠8 

وبذلك نحصل على الننيجة التالية. 
نظرية 5.1: العلاقة 8 'تكون متعدية إذاء وفقط إذاء كان ما م لكل 1 <0. 


خواص الإغلاق 5لا م20 11و10 

نعتير فئة معطاة 4 ومجموعة كل العلاقات على 4. لنفرض أن خاصية ما 

لهذه العلاقاتء, مثل كونها متماثلة أو متعدية. العلاقة مع الخاصية #1 سوف 

نسمى علاقة من نوع 7 108]هاء:! . الإغلاق من نوع 7 ع تناوماء2 لأى علاقة 
750 - 


8 على 4 ويكتب (7)8 هو علاقة من نوع 8 بحيث: 
دي (#)ا ح م 
لكل علاقة 5 من نوع 7 تحتوى 8. وسوف نكتب (8) انعكاسية و (8) متمائلة 
و (8) متعدية للتعبير عن إغلاقات 8 الانعكاسية والمتمائلة والمتعدية. 
الاغلاقات الانعكاسية والمتمائلة وعنوه1© أنساع سوك لصو عءتدءللء 2 
النظرية التالية توضح بساطة الحصول على الإغلاق الانعكاسى والمتمائثل لأى 
علاقة. هنا ((4 ء » :(0 ,6) - ررث هى العلاقة القطرية أو علاقة التساوى على 4. 
نظرية 5.2: لتكن 8 علاقة على الفئة 4: عندئذ 
01 عتناكه1»ه عناأيدء لاع عا 5[ رذى ن / (1) 

() الإغلاق الانعكاسى ل # هو رة 80. 

ل 04 عكتاومكء اماع صوصلاو مط وز ألم نام (1أ) 
(11) الإغلاق المتماثل ل هو 83 با2. 
وبعبارة أخرى للحصول على (7) انعكاسية نضيف إلى 8 تلك العناصر (©,6) 
التى على القطر والتى لا تنتمى أصلا إلى 8. وللحصول على (7) متماثلة 
نضيف إلى 8 كل الأزواج المرتبة (©,5) إذا كان (6,5) ينتمى إلى . 
الإغلاق المتعدى 0105 6 1) أقصوم 1 
لتكن 8 علاقة على الفئة 4. نذكر أن 8هم8 -/ و هام -/ . نعرف 


النظرية التالية صحيحة. 
نظرية 5.3: *8 هو الإغلاق المتعدى للعلاقة /. 
تنفرض أن ألفئة 4 منتهية وعدد عناصرها 7. عندئذء 
او لان 2ه نام - "مر 
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ومن ثم نحصل على النتيجة التالية. 


نظرية 5.4: لتكن 8 علاقة على الفئة 4 التى نحتوى على ” من العناصر. 
عندئذء الإغلاق المتعدى للعلاقة 8 يعطى بالمعادلة 


اع .لان 62 ن 82 ع (9/)ء/ نا زكمهعا 


علاقات التكافؤ 5 1010117211162 
لتكن 5 فئة غير خالية. العلاقة #8 على 5 تكون علاقة تكافوؤ إذا كانت 7 
انعكاسية ومتماثلة متعدية,. أى أن 8 هى علاقة نكافؤ على 5 إذا كانت لها 
الخواص الثلاث التالية: 

.١‏ كل دكعءهء هره. 

2. إذا كانت زه فإن ه5/0. 

3. إذا كانت 6ه و ع8ل5 فإن ع1ه. 
والفكرة العامة وراء علاقة التكافؤ هى أنها تصنف الأشياء المتشابهة بشكل ما. 
فى الواقعء العلاقة "-" للتساوى على أى فئة 5 هى علاقة تكافؤ؛ أى أن 

ا1. هحه لكل 5 ع»ه. 

2. إذا كان مم-», فإن ه-2. 

3. إذا كان 4-6 و هدم فإن ٠»‏ - ه. 
علاقات التكافؤ والعجزيئات 

5 2201 18212010825 ععمعة101721 

فى هذا البند نستكشف العلاقة بين علاقات التكافؤ والتجزيئات على فئة غير 
خالية 5. نتذكر أولاً أن التجرىء 7 للفئة 5 هو مجموعة [ر4) من الفئات 
الجزئية غير الخالية من 5 ولها الخاصيتان التاليتان. 

1. كل عنصر 5 » © ينتمى إلى بعض الفئات الجزئية ,4. 

2. إذا كانت رة ع بذ فإن 2 - برذ ص رذ. 
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وبعبارة أخرىء فالتجزىء 7 للفئة 5 هو تقسيم لهذه الفئة إلى فئات منفصلة 
غير خالية. 
لتكن 8 علاقة تكافؤ على الفئة 5. لكل عنصر 5 © © نفرض أن [4] همى 

الفئة المكونة من عناصر 5 التى ترتبط مع ه بالعلاقة 28 أى 

م 3 (عد,ه): ا - [»] 
تسمى [0] فصل التكافؤ للعنصر © فى 5. أى عنصر [4] © 6 يسمى ممثلا 
©1137 لفصل التكافق. 

إدء »:[ه]! - 8/ى 


وبسمى فئة خارج قسمة اعء5 ]لأ 0)1نان 3 بواسطة /. 
الخاصية الأساسية لفئة خارج القسمة محتواه فى النظرية التالية. 
نظرية 5.5: لتكن 8 علاقة تكافؤ على الفئة 5. عندئذ فئة خارج القسمة 5/7 
هى تجزئ للفئة 5 على وجه الخصوص 

© ككل 5 »ع » فإن [©ه] » ه. 

() [8] - [هم] إذاء وفقط إذاء كانت » (5 ,ه). 

(1) إذا كانت [5] * [ه]ء فإن [(4]ء [65] منقصلان. 
وبالعكسء إذا كانت (,4) هى تجزئ للفئة 'ى فإنه توجد علاقة تكافؤ 78 على 
5 حيث تكون الفئات :4 هى فصول التكافؤ. 
علاقات الترتيب الجزئى ‏ 555)و1لء1 عستء 00 لمناءوم 
هذا البند يعرف فصلا هاما آخر من العلاقات. العلاقة # على الفئة تسمى 
ترتيبًا جزئيًا عهاءعلءه [012:دم إذا كانت + انعكاسية ومتخالفة ومتعدية. الففة 
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5 مع علاقة الترتيب الجزئى 8 تسمى الفعة المرتبة جزئيًا لعاعلمه /ز1ا012هم 
أ505م 01 أ5. فمثلً > هى علاقة ترتيب جزئى للأعداد الحقيقية, وأيضًا 
علاقة الاحتواء - هى ترتيب جزئى لفئة القوة للفئة . 


مسألة محلولة 5.1 إذا أعطيت 27 ,1) - 4, (2 ,ر,»«) -8, (43,4 -© أوجد 
»> 8 >< إمر. 


10" .(3,4) - © 320 ,[ج 3١‏ ,2) - 8 ,(2 ,1) > م مع 01 5.1 مدسعلطوعط 0190ك 
> 8 عا لم 


الحل. © ا 8 »ا 4 يعتكون من الثلا ثيات المرتبة © ,5 ,©) حيث 4 » ه, 
8 »> 5 © » ». © ا 8 ا 4 يمكن الحصول عليه بشكل منظم من خلال ما 
يعرف باسم المخطط الشجرى 01 حك (شكل 2-). عناصر 860 << 4م 
هى بالضبط الاثنى عشر (12) ثلاثيا المرتب على يمين المخطط الشجرى. 
نلاحظ أن 2 -(4)م, 3-(8)م, 2 - 0)0, وكما هو متوقع 


٠ :)60(‏ (ظاس ٠.‏ رمام - 12 ع رون »ا 8 > رام 


9 3 )1,2,83( 

4 )1,2,4( 

(3 ,2خ ,21 3 

ا سكين 1 
(1,2,3) 3 

(1,2,4) ولتم 

59 3 )2,2,3( 

4 22, >, 4( 

3 )2,28,3( 

ع( والحمهة ١‏ 
(2,2,83) 3 

1 3 4 22,2, 4( 

شكل 5-2 
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مسألة محلولة 5.2. أوجد عدد العلاقات من ع ,5 ,©) >4 إلى (1,2) -8. 


0 (ء ,5 ,ه) - 4 ننهمكا] 5م10)داع: آه ععط لزنام عط لماط 5.2 درعلطوعط لع جاودك 
8-112 


الحل: يوجد 3)222-6 عناصر فى 8< 4 ويالتالى يوجد 64 - 25 - م فئة 
جزئية من 8< 4 ولذلك فإن عدد العلاقات من 4 إلى 8 هو 64 > 7 علا قة. 
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الفصل السادس 


نظرية ال مخططات 
110177 1م212 


فى هذا الفصل: 
كمه مقدمة؛ هياكل البيانات 
و المخططات ومتعددو المخططات 
المخططات الجزئية, المخططات أحادية التشاكل 
ومخططات التوومة 
كي المسارات؛ الترابط 
كيه المخططات المعلمة والموزونة 
كم المخططات التامة والنظامية وثنائية التجزىء 
المخططات الشجرية 
مقدمة؛ هباكل البيانات دع اناءءع 5220 10202 بدرم اع ددلممام؟ 
تظهر الأسماء الآنية فى كثير من فروع الرياضيات وعلوم الحاسب: بدلاً منء 
المخططاتء المخططات الموجهة, الأشجارء الأشجار الثنائية. وعلى أية حال 
حتى نتمكن من فهم كيفية تخزين هذه الأشياء فى الذاكرة وفهم الخوارزميات 
عليها فإننا نحتاج لمعرفة القليل عن بعض هياكل البيانات. نناقش الآن 
-81- 


القوائيم الموصولة 5::ذ! لععاهذا والمؤشرات 5ته566زمم والرصمات قاعهاد 
والطوابير 65نا0106. 

القوائم الموصولة والمؤشرات تاء)طذزه20 لصهة ذأذارآ لععلدا.] 
القوائم الموصولة والمؤشرات ستقدم من خلال مثال. نفرض أن شركة 


للسمسرة تحتفظ بملف فيه كل سجل 16070 يحتوى على اسم العميل واسم 
البائع. مثلاء الملف يحتوى على البيانات التالية: 


افاعئدة | الثظ_| ععلاءت إتعصصة؟| قممع | سعط | نماك )| معميظ عصدقة|_ السسيل | 


[ بقع | نهد |_يعمع | ععددة | ضنه؟ | ععمهة | برقع | يرمع | ضند؟ | الات | 

هناك عمليتان أساسيتان يمكن إجراؤهما على هذه البيانات: 

العملية 4: إذا أعطيت اسم العميلء أوجد اسم البائع المقابل. 

العملية 8: إذا أعطيت اسم البائع» أوجد قائمة عملائه. 
نناقش عددا من الطرق التى يمكسن بها تخزين هذه البياتات فى الحاسبء 
وكذلك سهولة إجراء العمليتين 4 و 8 على البيانات. 

من الواضح أنه يمكن تخزين هذا الملف فى 
الذاسي بوانظة متظوسنة كوت هن صفيين (أد 
عمودين) تحتوى كل منهما على 9 أسماء. ولأن 
العملاء دونوا أبجدياء فمن السهل إجراء العملية 4. 
وعلى العكس من ذلكء لإجراء العملية 8 يلزم البحث 
خلال كل المنظومة. من الممكن تخزين البيانات 
فى الذاكرة بسهولة إذا استخدمنا منظومة ثنائية اليعد 
حيث الصفوف تناظر القائمة المرتبة أبجديًا للبائعين وحيث يوضع !1 فى 
المصفوفة التى تشير إلى بائع له عميل وتوضع أصفار فى غير ذلك. العيب 
الرئيسى لهذا التمثيل هو ضياع جزء كبير من الذاكرة لوجود كثير من 
الأصفار فى المصفوفة. فمثلاء إذا كان لدى الشركة 1000 عميل و20 بائعاء 


- 82 


فسيحتاج الأمر إلى 20,000 موضع بالذاكرة لتخزين هذه القائمة. منها فقط 
0 موضع ذى فائدة. 

نناقش الآن طريقة لتخزين البيانات فى ذاكرة تستخدم قوائم موصولة 
ومؤشرات. نقصد بالقائمة الموصولة نجمعًا خطيًا من عناصر البيانات تسمى 
عْقَدًا 50065 حيث الترتيب الخطى يعطى بواسطة مجال المؤشرات. شكل 6-1 
ميث متخظطًا العاقمة موصولة بها بدت عفد 


البداية 


مجال المؤشر التالى للعقدة الثالثة 
(جزء المعلومات للعقدة الثالثة) 


شكل 6-1 


أى أن كل عقدة 'تقسم إلى جزئين: الجزء الأول يحتوى على معلومات عن 
العنصر (مثلا أسماءء عناوينء ...) والجزء الثانى يسمى المجال الموصول أو 
مجال المؤشر التالى» يحتوى على عنوان العقدة التالية فى القائمة. هذا المجال 
للمؤشر يوضح بسهم مخطط من عقدة ما إلى العقدة التالية لها فى القائمة. يوجد 
أيضًا مؤشر متغير يسمى البداية 51417 فى شكل 6-1 وهو يبعطى عنوان العقدة 
الأولى فى القائمة. بالإضافة إلى ذلك يحتوى مجال المؤشر للعقدة الأخيرة على 
عنوان محظور يسمى المؤشر الصفرى 010]65م اانا وهو بمثل نهاية القائمة. 
إحدى الطرق الرئيسية لتخزين البيانات الأصلية موضحة فى شكل 6-2 
وتستخدم القوائم الموصولة. لاحظ وجود مصفوفات منفصلة (مرنبة أيجديًا) 
للعملااء وللبائعين. 
موقع البائع بالنسبة إلى العميل. إذا يمكن إجراء العملية 4 يُسهولة وسرعة. 
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51 
لا 0ك 
1 


مم ازيم نما حلي ححا 06 ف- 6 15 


بالإضافة 0 ذل 0 قائمة العملاء 0 اع من قائمة 0 كما ناقشنا 
ونشير إلى أول ا البائع. وتوجد ا التالى 72721 نشير 
إلى موقع العميل التالى فى قائمة البائع (أو تحتوى على 0 لتشير إلى نهاية 
القائمة). هذه العملية يشار إليها بالأسهم فى شكل 6-2 للبائع /58. 

يمكن الآن إجراء العملية 8 بسهولة وسرعة؛ بمعنى أنه لا داعى للبحث 
خوارزمية (وهى مكتوبة شبه مشفرة). 


كنط ]0 ا5!! عطا لمج 20ه: 15 القتتتد5ء531 2 01 23126 ع1 6.1 تسططاأتسمعلة4 
.216 15 15ع15]0121© 


1230 .1 وعامى 


1ط ع5ا)] .عرز - [>1] لله ادع [ذذ أقطا طعناد ل 11020 .2 وعاى 
[.طعجوعة مهم 


[.211 نع)مامم 211225نائمآ .[ ]لله 1د -: 211 اع 5‏ .3 معاد 


مآرآلآل2 ع 2:11 عاخطبا غنهعمع 1‏ .4 معاى 
]5101121 اصوط (2) 
[.غ211 عنغدلمنا] .[811]211لم <-: 11 ع5 (ش6) 
(.م100 041 0م80 ) 


538 
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خوارزمية 6.1 يقرأ اسم البائع وقائمة عملائه تطبع 

الخطوة 1. اقرأ *“ا) . 

الخطوة 2. أوجد » بحيث البائع 6) -7066. [استخدم البحث الثنائى]. 
الخطوة 3. ضع ]هه 1 5-:518. [يبدأ المؤشر 518]. 


الخطوة 4. كرر الخطوات طالما !انلا ع 211. 
(©) اطبع العميل [8115]. 


(6) ضع [78م] )يرعل< - 11ط. [تحديث 2112] (نهاية الدورة). 


اليخطوة 5. خروج 
الرصّات, الطوابير. طوابير الأولوية 


2015 210217 2210 ردعناع11() رعل51]2 

هناك هياكل للبيانات غير المصفوفات والقوائم الموصولة سوف تظهر فى 
مخططات الخوارزميات. هذه الهياكل هى الرصات 5ا5)2, الطوأبير 5عناعناو» 
طوابير الأولوية 5عناءنال 0101167 ونصفها باختصار كالا نى: 
)2( الرصة 5631: الرصة وتنسمى أيضًا نظام "أن من يدخل أول من يخرج" 
(10آما) أناه-)10-11:5-]125! هى قائمة خطية تسمح فقط بالإضافة والحذف عند 
نهاية واحدة نسمى "القمة" "م0]". هذا الهيكل يشبه فى عمله رصة أطباق 
فى نظام يحوى زنبرك كما فى شكل 6-3 ويلا حظ أن الأطباق الجديدة تضاف 
فقط عند قمة الرصة وأيضًا تأخذ الأطباق فقط من عند قمة الرصة. 


رصة الأطباق وءطذال /ه عاء513 


شكل 6-3 
85 مه 


(5) الطابور عدسءس©: الطابور يقال له أيضا نظام "أول من يدخل أول من 
يخرج" (8180) 06ا10-850-0-]2575 وهو قائمة خطية يمكن الحذف منها من 
عند نهاية واحدة للقائمة تسمى "مقدمة" ”ه50“ القائمة. ويتم الإضافة 
فقط عند النهاية الأخرى للقائمة ونسمى "مؤخرة" 3ع" القائمة. هذا الهيكل 
يعمل بنفس طريقة خط انتظار الناس للا توبيس فى المحطة كما فى شكل 6-4. 
أى أن أول شخص فى الطابور هو أول شخص يصع د للا توييس والشخص 
الجديد يذهب إلى نهاية الطابور. 


ين 6-4 طابور انتظار الأتوبيس 


) طابور الأولوية عدعن0 بغنرونءط: لتكن 5 فئة من العناصر حيث يمكن 
إضافة عناصر جديدة دوريًا لكن أكبر عنصر موجود حاليًا (العنصر ذو أعلى 
أولوية) دائمًا يسم حذفه. 'نسمى 5 طابور الأولوية. قوانين "النساء والأطفال 
أولاً", "السن قبل الجمال" هى أمثلة لطوابير الأولوية. الرصات والطوابير 
العادية هى أنواع من طوابير الأولوبة. بالأخصء العنصر ذو أعلى أولوبة 
ملم أوعطونط فى الرصة هو أخر عنصر أضيف ولكن العنصر الذى له أعلى 
أولوية فى الطابور هو أول عنصر أضيف. 

المخططات ومتعددهو المخططات كطم 2م8111 20د كعمد 2 
المخطط 0ام2مع © يتكون من شيثين: 

(1) فئة (©)/1 -1 عناصرها تسمى رؤوس أو نقط أو عقد المخطط ©. 


(00) فعة (8)0 عدي[ من أزواج غير مرنبة من رءوس مختلفة تسمى أحرف 
وععهء الفئة 0. 
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ترمز لهذا المخطط م82 ب (8 ,0)1 وهو رمز يوضح جزئى 0. 

الرأسان » و <« يقال لههما متجاورين 26ء30[36 إذا وجد حرف 
عع (لا,ه) -». فى مثل هذه الحالة يسمى * و« نهايتى الحرف + وأن 
الحرف © يصل * و<ء. يقال أيضًا أن الحرف © يصب 12010676 فى كل من 
نقطتى نهايتيه ا و لا. 

ترسم المخططات فى المستوى بطريقة طبيعية» بالتحديد كل رأس « فى 
الفعة “ا يمثل بنقطة (أو دائرة صغيرة) وكل حرف 6086 (2 ا ,« > © يمقل 
بمنحنى بربط نقطتى نهايته :ا و هلا. 
متعددو المخططات قم هع 1111 
بالنظر إلى المخطط فى شكل 6-5 فإن الحرفين .© و :© يسميان أحرفا متعددة 
5 هأم !]انام لأنهما يصلان بين نفس النهايتين 8, © وكذلك الحرف م© 
يسمى عروة 1008 حيث نهايتيه عند نفس الرأس 2. هذا المخطط يسمى 
متعدد المخططات ذم1]1872نات:. التعريبف الشائع للمخطط طمومع لا يس مح 
بتعدد الأحرف ولا بالعروة. ولهذا يمكن تعريقف المخطط بأنه متعذد 
المخططات بدون أحرف متعددة أو عروات. 


66 22 2 4 
22 و6 
2 8 
6 
متعدد المخططات 
شكل 6-5 
درجة الرأس اء1اء 17 8 01 ععتروء 12 


درجة الرأس فى المخطط 0: وتكتب () 468: تساوى عدد الأأحرف فى 0 
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التى 'تحتوى <ا. ويما أن كل حرف يعد مرتين عند حساب درجة الرءوس 
فى © فيكون لدينا النتيجة البسيطة والهامة التالية. 

نظرية 6.1: مجموع درجات الرؤوس فى المخطط © يساوى ضعف عدد 
الأحرف فى ©. 

الرأس الذى درجته صفرًا يسمى رأنا منعزلا ل150126. 

المخططات المنتهية والمخطط العافه طمرءء © 1121 زمطمدء© عغنم1 
متعدد المخططات يقال له منتهيًا إذا كان له عدد محدود من الرءوس وعدد 
محدود من الأحرف. ويلا حظ أنه إذا كان المخطط يحوى عددا محدودا من 
الرءُوس فإنه يحوى عددا محدودا من الأحرفء وبالعالى يجب أن يكون 
مخططا منتهيًا. المخطط المنتهى والذى له رأس واحدة ولا يوجد له أحرف 
(أى التقطة المنفردة) يسمى الممخطط التافه طمهمع 121ا1. 


المخططات الجزئية؛ المخططات أحادية التشاكل ومخططات 
التوءمة 
5 1م) 110121601010111 220 116م 1502101 زعطم لاع طناك 
المخططات الجزئية وناموععطنرك 
إذا كان (8 ,)0 - © مخططًا فإن المخطط 80 ,)2 -/4 يسمى مخططًا 
جزئيًا امدمعطند للمخطط © إذا كانت رؤوس وأحرف 7 محتواه فى روس 
وأحرف ©.» أى إذا تحقق /اح '7 و 8 ح '85. ونخصص: 
() المخطط الجزئى 87 ,'77)7 من (8 ,01)© يسمى المخطط الجزئى 
المتولد 120660 بواسطة رءوسه "ا إذا كانت فئة الأحرف '2 
نتحتوى على جميع الأحرف فى © التى نقط نهايتها 'نحتوى على 
رءوس فى 2. 
(1) إذا كانت < أحد الرءٌوس فى ©ء فإن المخطط الجزئى <- 0 من 
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المخطط 7 هو المخطط الذى يتم الحصول عليه يحذف « من © 
وكذلك حذف كل الأحرف المحتوية على «. 
(111) إذا كان © أحد الأحرف فى © فإن 0-2 هو مخطط جزئى من 0 

تكس عليه وعدف العرف: عن 6 
المخططات أحادية التشاكل عطمر هه © عنطم::0:ده15 
يقال للمخططين (2 ,6)1 - ى, (*7 ,*ب[)*ير - +0 أنهما فى تشاكلٍ أحادى 
عنطممحهه:ز إذا وجد تناظر أحادى 4 ج17 :نر بحيث يكون (1,8) حرفا فى 0 
إذاء وفقط إذاء كان (7عر,(ت)ن0 درا فى *). وعادة لا إنفرق بين المخططات 
التى فى تشاكل أحادى حتى لو كان تخطيطها ودف موتطلفا: شكل 6-6 يعطى 
0 مخططات مصورة كحروف. نلاحظ أن 4 و 8 هما مخططان فى تشاكل 
أحادى. أيضًا م و 7, # ويل 84, ىه 17 و 2 مخططات فى تشاكل أحادى. 


1 88 ار 
لم ع يا |[ 5 


شكل 6-6 
مخططات التوءمة كتامة © عنطممتترمء ه110 
إذا أعطينا مخططًا ©» يمكتنا الحصول على مخطط نجديد بتقسيم أى حرف 
من © بإضافة رءوس. المخططان ©, *© يقال لههما ممخططى توءمة 
وأام:مسهء2ووط إذا أمكن الحصول عليهما من نفس المخطط أو من 
مخططات فى تشاكل أحادى بهذه الطريقة. المخططات ©) و (6) فى شكل 
7 ليسا فى تشاكل أحادى ولكنهما مخططى توءمةء لأنه يمكن الحصول 
عليهما من الرسم ©) بإضافة رءوس مناسبة. 
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شكل 6-7 


المسارات؛ الترابط 001717 زقطلوم 
المسار نهم فى متعدد المخططات © هو متتابعة تناويية من الرءوس 
والأحرف على الشكل 


برك © مسوك توسير6 ٠-01‏ دولا وو6 نا © دولا 


حيث كل حرف »© يحتوى على الرأسين :ا و :ا اللذين يظهران على جانبى ,© 
فى المتتابعة. عدد الأحرف ” يسمى طول المسار. عندما تكون الأشياء 
واضحة نرمز للمسار بمتتابعة رءوسه (ررا ,... .رط ,0ل). يقال أن المسار مغلق 
إذا كانت ,ا -ءلا. فى غير ذلك نقول أن المسار من 0< إلى ,لاه أو أنه بين 
وعا و رلاء أنه يصل بين 0ع فى ابرط . 

المسار البسيط 728 ءامعزو هو مسار جميع رءٌوسه مختلفة. أما 
المسار الذى فيه جميع الأحرف مختلفة فيقال له ذيلا انه6). والدورة عاعلإه 
هى مسار مغلق طوله 3 أو أكثر وكل رءٌوسه مختلفة ماعدا ,نا -ا. الدورة 
التى طولها # تسمى دورة من طول عإعلاه-م. بحذف الأحرف غير الضرورية 
ليس من الصعب أن نرى أن المسار من الرأس * إلى الرأس 7 يستبدل 
بالمسار البسيظ من 4 إلى 10 وتعرض هذه العيجة فيما يلى: 
نظرية 6.2: يوجد مسار من الرأس * إلى الرأس < إذاء وفقط إذاء وجد مسار 
بسيط من *# إلى <. 
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الترابط والمركبات المترابطة 

83 )2 210 :62171 
المخطط 0 يكون مترابطًا 4 إذا وجد مسار بين أى اثنين من 
رءوسه. المخطط فى شكل 6-800 مترابطء لكن المخطط فى شكل (6-8)5 
غير مترابط لأنه مثلا لا يوجد مسار بين الرأسين 2 و 8. 


و42 و12 2 
و2 وط2 وم 
)( 

0 4 
الوجؤاججي :1 12 
)6( 

شكل 6-8 


ليكن © مخطط ما. المخطط الجزئى المترابط /7 من © يسمى مركبة مترابطة 
01604م03 ل6اع26همء من 27 إذا كانت 77 غير محتواة فى أى مخطط جزئى 
مترابط من © أكبر منها. من البديهى أن أى مخطط 6 يمكن تجزثته إلى 
مركباته المترابطة. فمثلاً مخطط © فى شكل (6-8006 له ثلاث مركبات 
مترابطة: المخطط الجزئى المتولد من ففات الرءوس (2 ,© ,4), (5 ,ظ)ء 
(18. 
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الرأس 8 فى شكل (6-8)5 تسمى رأسًا منفردة أو منعزلة لأن 8 لا تندمى 
إلى أى حرف. ويعبارة أخرى 0 - (4068)8. ولهذا كما مو ملاحظ فإن 8 
تفسها تشكل مركبة مترابطة للمخطط. 
المسافة والقطر "112113161 2230 1015632 
تعتبر المخطط المترابط ©. المسافة بين الرأسين ‏ و <ا فى © وتكتب (< ,4010 
هى طول أقصر مسار بين # و«. قطر المخطط © ويكتب (012)0 هو 
أكبر مسافة بين أى تقطتين فى ©. فمثلا فى شكل 6.9)4., 2 -(4)4,/7 
و3-(©0132)6 بينما فى شكل (6-9)6, 3 - (/ ,)4 و 4 > (0)ج:ة1ل. 


2 3 


(2 
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نقاط القطع والمعابر 72105 0مة كأسامم)س©6 
إذا كان © مخططًا مترابطًا فإن الرأس « فى © تسمى نقطة قطع 6«أوماناه إذا 
كان - © غير مترابط. الحرف © فى © يسمى معيرًا م6:18 إذا كان 0-6 
غير مترابط. فى الشكل )6-9 الرأس 2 هى نقطة قطع ولا توجد معاير. فسى 
شكل (6-9)5 الحرف ( ,(1) -2 هو معبر. 
المخططات المعلمة والموزونة 

كاصة 1 11 11ج اماعط مآ 
المخطط © يسمى مخطط فعلمًا إذا أسندت لأحرفه و/أو لرءوسه بيانات من 
نوع أو آخر. بال خصء» مج 6 انلكا موزوما إذا تم تخصيص عدد غير 
سالب (©)* لكل حرف © من © يسمى وزن أو طول ». شكل 6-10 يوضح 
مخططًا موزونا حيث وزن كل حرف عط بطريقة واضحة. وزن (أو طول) 
المسار فى هذا المخطط © الموزون يعرف يأنه مجموع أوزان الأحرف فى 
مجموع المسار. إحدى أهم المسائل فى نظرية المخططات هى إيجاد أقصر 
مسناوء: أن المفسار الى له أقل وزن بين أى رأسين معينين. فى شكل 6-10 
طول أقصر مسار بين 2 و © هو 14. 


3ل 6 4 3 يلك 


المخططات التامة والنظامية وثنائية التجزىء 
كدر م) )1 "تقرراظ ل0تره تملتاعء؟1 رعاعا مم0 
توجد أنواع عديدة ومختلفة من المخططات. وفى هذا البند نعتبر ثلاثة أتواع منها 
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وهى: المخططات التامة والمخططات النظامية والمخططات ثنائية التجزىء. 


سس سيو © 
7 لي كن 
و1 وك 2 
شكل 6-11 
المخططات التامة قطمة" © ماع 1م سه 


يقال للمخطط © أنه تام إذا كانت كل رأس فى © موصولة بكل رأس أخرى 
فى ©. ولذلك فالمخطط التام © يجب أن يكون مترابطا. المخطط القام ذو 
من الرءوس يرمز له ب ,. شكل 6-1 يوضح المخططات من 1 حتى 6. 
المخططات النظامية قنارة": © «جلاتسوء12 
يقال للمخطط © أنه نظامى من درجة #4 إذا كانت كل رأس من رُءوسه من 
درجة 64. ويعبارة أخرى يكون المخطط نظاميًا إذا كانت كل رَءَوسه من 
نفس الدرحعة. 

المخططات النظامية المترابطة من درجة 0, 1: 2 يمكن وصفها بسهولة. 
المخطط المترابط النظامى من درجة 0 هو مخطط بسيط له رأس واحدة وليست 
له أحرف. والمخطط المترابط من درجة 1 هو مخطط مكون من رأسين وحرف 
واحد يصل بينهما. والمخطط المترابط النظامى من درجة 2 وله « من الرْءءوس 
هو مخطط يتكون من دورة واحدة من رتبة #. شكل 6-12 يوضح ذلك. 
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(1ة) نظامى من درجة ١‏ (1) نظامى من درجة 0 


1271 


للق نظامى من درجة 2 
شكل 6-12 


المخططات النظامية من درجة 3 يجب أن يكون لها عدد زوجى من 
الرُّءوس لأن مجموع درجات الرُءوس عدد زوجى (نظرية 6.1). شكل 6-13 
يوضح مخططين مترابطين نظاميين من درجة 3 ولهما 6 من الرْءوس. وعمومًا 
فالمخططات النظامية يمكن أن تكون أكثر تعقيدًا. فمثلا يوجد 19 مخططا 
نظاميًا من درجة 3 كل منها يحتوى على 10 رؤوس. ونلا حظ أن المخطط 
التام ذى ”7 من الرؤوس ,1 هو مخطط نظامى من درجة 1 -5. 


0 


نظامى من درجة 3 
شكل 6-13 
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المخططات ثثنائية العجزرىء 0 11 
يقال للمخطط © أنه ثنائى التجزىء إذا كانت رؤوسه 7 تجرأ إلى فئتين 
جزئيتين /1 و / حيث كل حرف فى © يصل رأس من 14 ورأس من /0. 
نقول أن المخطط ثنائى التجزىء تام إذا كان كل رأس من 44 موصولة بكل 
رأس من /1» وبرمز لهذا المخطط ب .1# حيث :”7 عدد الرعوس فى 2114 و 7 عدد 
الرُءوس فى /2: ولتوحيد القياس نفرض أن 7:>7. شكل 6-14 يوضح المخططات 
دوا دول ووك. من الواضح أن المخطط ,ير له عدد 7 من الأحرف. 


5 5 


شكل 6-14 
المخططات الشجرية قطررة )© عنم]' 


المخطط 7 يسمى شجرة 1666 إذا كان 7 مترابطًا وليس به دورات. أمثلة 
للأشجار موضحة فى شكل 6-15. الغابة 401656 0 هى مخطط ليس يه 
دورات. إذا المركبات المترابطة للغاية :© هى أشجار 5. الشجرة المكونة 
من رأس منفردة بدون أحرف تنسمى شجرة #امتعلة ع5 916 1ع 7م068 . 
لعكن. 7 دعجرة 5 ما. فالواضح أنه يوجد مسار بسيط واحد فقط بين أى زميق 
فى الشجرة 7 . وفى غير ذلك فإن المساربن سوف يكوتان دورة. أيضًا: 
2( بفرض عدم وجود حرف (2ا#2) فى 7 وأضفنا الحرف 7١‏ ,») دع 
ل 7ء فإن المسار البسيط من # إلى : فى 7 مع الحرف © سوف 
يكونان دورة وبذلك لم نعد '7 شجرة. 
96 سلس 


(5) من ناحية أخرى» نفرض وجود حرف (7,») -© فى 7 وحذفنا © من 
'7 وبالتالى 7 لم تعد مترابطة (لأنه لا يوجد مسار من * إلى 7). إذا 
7 لم تعد شجرة. 
النظرية التالية صحيحة عندما تكون المخططات منتهية: 


يا زميا ” 
لي ميا زايا 
و ييا رفيا 
م( 


شكل 6-15 


نظرية 6.3: ليكن © مخططًا ذى 1<+” من الرُءوس. عندئذ تكون التقاربر 
التالية متكافئة: 

() © شجرة. 

(11) © ليس به دورات وله 7-1 من الأحرف. 

(111) © مترابط وله 2-1 من الأحرف. 
هذه النظرية تخبرنا أيضًا أن الشجرة 7 المنتهية ولها ” من الرُءوس يجب أن 
يكون لها 7-1 من الأحرف. مثلا الشجرة فى شكل (6-15)4 لها 9 رُءُوس 
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و8 أحرفء والشجرة فى شكل (6-1506 لها 13 رأسًا و 12 حرفا. 
الأشجار المولدة ا 
المخطط الجزئى 7 من المخطط المترابط © يسمى الشجرة المولّدة للمخطط 


2 إذا كانت 7 شجرة و 7 تحتوى كل الرءوس القتى :قتي د شكل 6-16 
يوضح المخطط المترابط © والأشجار :27 :7 و :7 المولدة للمخطط ©. 


شكل 6-16 


الأشجار المو لُدة الأقل 5 52111111186 1112111211111 
إذا كان © مسغططًا مترابطًا موزونا: أى أن كل حرف فى © معين له عدد 
غير سالب يسمى وزن الحرفء فإن أى شجرة مولّدة للمخطط © تعين وزنا 
كليًا نحصل عليه بجمع أوزان الأحرف فى 7. أقل شجرة مولّدة للمخطط 6 
هى شجرة مولّدة وزنها الكلى أصغر ما يمكن. 

الخوارزميات 6.24, 6.28 التالية تمكننا من إيجاد الأشجار مولّدة الأقل 
7 من مخطط مترابط موزون 0 حيث © له ” من الرُءوس. (وفى هذه الحالة 
7 لها 1 -م من الأحرف). 
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1 7 11م2طع لعخطع 761 لعاع011116 3 15 ألامن1 ع1 6.24 صستطاتتمعا4 
111761١‏ 


62 01 ع050 عطا مز 0 01 5عولء عطا ععمددم ‏ .1 معاى 


كأطعاء بن 


25 2ط) عوله تاعدء عاع1اعل ,لإ32111211ا520 ع28للعءعع20 .2 برعاي 
5قع08» 1 - :: [أادنا طقعع عط أععمممهؤ 01 امم 


8 .3 صعاى 


خوارزمية 6.24 الإدخال هو مخطط مترابط موزون © ذو ” رأس. 
الخطوة 1: رتب أحرف © تناقصيًا تبعًا للوزن. 
الخطوة 2: واصل بالتتابع حذف كل حرف لا يقطع المخطط 0 حتى 
يبقى 1[ -ج حرفا. 


الخطوة 3: خروعه 


ل6أاطعاء ٠‏ 0عاع20121526 2 15 ألامما ع1 (1هعاكعتك1ة) 6.213 ترط أعمعلام4 
لع 7 طاايج ني طمورع 


8 05 05068 عطا صا 2 2ه 5ععقلء عطا ععمدعرم ‏ .7 معاى 
.5أتاع زع بر 

8 220 2 01 5م7216 32 اننا 1[مه 512116128 .2 زعام 
2 هآ أألاكء: 201 0065 )52 عقلع طعدء 200 ,لإ1211أمعنالء5 
.ل ععهة 5عول»ه 1 - :: [أأمنا عاعنوه 


11 ,3 ورعاكت 


خوارزمية 6.28 (خوارزمية كروسكال) الإدخال هو مخطط مترابط موزون 
© ذو ” رأاس. 
الخطوة 1: رتب أحرف © تزايدا تبعًا للوزن. 
الخطوة 2: ابدأ فقط برُءٌوس © وواصل بالتتايع إضافة كل حرف لا 
ينتج دورة حتى يضاف (1 -2) من الحروف. 


الخطوة 3: خروج. 
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وزت أقل شجرة مولّدة هو عدد وحيد ولكن أقل شجرة نولناة الث وعيلة: 
قد توجد أشجار مختلفة تصلح أن تكون (أقل شجرة مولدة) عندما يشترك 
حرفان أو أكثر فى نفس الوزن. وفى هذه الحالة لا يكون ترتيب الأحرف فى 
الخطوة 1 من الخوارزميتين 6.24 أو 6.28 ترتيبًا وحيدًا. وبالتالى يمكن أن 
تنتج أقل أشجار مولدة مختلفة. 


مسألة محلولة 6.1 الشكل 6-17 يمثل مخططًا ©. أوجد المخططات الجزئية 
التى نحصل عليها بحذف كل رأس. هل © لها أى نقط قطع؟ 


-طتاك5 عط 2120 .6-17 عنتناع اا 12 © طمقعع عط ععلأكمه 0 6.1 تعاطوسعظ مع1او0دك 
7 أنك /[32 علاقط 2) 1005 .لع)ع1ع0 15 ععاقء؟؟ طاعدء معطت لعلتهقاط0 كامدعع 


لاا الخ 


شكل 6-17 
الحل. إذا حذفنا رأسًا من © فتحذف أيضًا جميع الأحرف التى تحتوى هذه 
الرأس. المخططات الستة التى حصلنا عليها بحذف كل رأس من © موضحة 
فى شكل 6-17. كل هذه المخططات مترابطة ويالتالى لا توجد نقطة قطع. 
مسألة محلولة 6.2 أوجد كل الأشجار المولدة من المخطط © الموضح فى 
شكل (©6.18)2. 


دع لط هذ مامطد © طامدعع عط كه 5عع5) عمتصصهم؟ أله لسمتط 6.2 سمسعاطوعط 0؟أو50ك 
.(6-18)6 معنا 
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ل 


1 
وويد حي ب بن 


شكل 6-18 


الحل. توجد ثمانى أشجار مولّدة من المخطط © كما هو واضح فى شكل 6-18. 
كل شجرة مولدة تحتوى على 4-1-3 من الأحرف حيث © له أربعة 
رُءُوس؛ ولذلك فإن كل شجرة يمكن الحصول عليها بحذف حرفين من 
الأحرف الخمسة من ©. وهذا يمكن حدوئه ب 10 طرقء إلا أن طريقتين 
منهما تؤديان إلى الحصول على مخططات غير مترابطة. ومن هنا فإن الثمانى 
أشجار المولدة فى شكل (6) هى جميع الأشجار المولدة للمخطط 6. 
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الفصل السابع 


الأشجار الثنائية 


151112197 5 


فى هذا الفصل: 
كي الأشجار الثنائية 
كين الاشجار الثنائية التامة والممتدة 
كه تمثيل الأشجار الثنائية فى الذاكرة 
كم اجتياز الأشجار الثنائية 
كي أشجار البحث الثنائية 


الأشجار الثنائية 5ع 13112137 


الشجرة الثنائية 7 تعرّف بأنها فئة منتهية من العناصر تسمى عقدًا بحيث: 

1. 7 تكون خالية (تسمى الشجرة الخالية أو الصفرية) أو 

2 '7 تحتوى على عقدة مميّزة # تسمى جذرا "7001067" وياقى العُقد 

فى 7 تكون زوجًا مرتبًا من الأشجار الثنائية المنفصلة ,27 7:5. 

إذا احتوت 7 على جذر 8 فإن الشجرتين :7+ 75 نسميان الشجرة الجزئية 
الشمالية والشجرة الجزئية اليمينية من 8 على الترتيب. إذا كانت 7 غير 
خالية فإن جذرها يسمى الخلف اليسارى 2هووءمعنا5 161 ل # وبالمثل إذا 
كانت 75 غير خالية فإن جدذرها يسمى الخلف اليمينى 65505ععنا5 العا ل 7. 
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والتعريف السابق للشجرة الثنائية هو تعريف 
تكرارى لأن 7 تعرف بدلالة الأشجار الجزئية ,27 
و7. وهذا يعنى بالتحديد أن كل عقدة /1 فى 7 لها 
عدد 0, 1 أو2 من الخلفاء 6555:5عهنا5. العقدة 
تنسمى عقدة طرفيه 200 اتصتصمة؛ إذا لم يكن لها 
خلفاء. لذلك فإن الشجرتين الجزئيتين للعقدة 
الطرفية خاليتان. 


صورة الشجرة الثسائية ع1 جتفستظ 2 01 عاتطعزط 
الشجرة الثنائية 7 تمثل عادة بمخطط فى المستوى يسمى صورة 7. بالتسحديد 
المخطط فى شكل 7-1 يمثل شجرة ثنائية كالتالى: 
() ”7 مكونة من عدد 11 عُقدة تمثل بالحروف من 4 إلى 2 ما عدا 
الحرف 7 
(11) جذر الشجرة 7 هو العُقدة 4 فى قمة المخطط. 
(:11) الخط المنحدر إلى اليسار عند أى عُقدة // يمثل خلفا يساريًا ل // 
والخط المنحدر إلى اليمين عند // يمثل خلفا يمينيًا للعُقدة /ل. 


4 


هه ار ش 3" 


ره 


وعلى ذلك ففى شكل 7-1: 


- 104 - 


(©) 8 خلف يسارىء © خلف يمينى للجذر 4. 
(0) الشجرة الجزئية اليسرى للجذر 4 تتكون من العُقد 8, 2, ظء /. 
والشجرة الجزئية اليمنى ل 4 تتكون من العقد ©, ©, 87, ل, 1» ,1. 
(©) لكل من العُقد 4, 8. ©, 8 خلفانء بينما لكل من العقدتين 8, ل 
خلف واحد فقط. أما العغقد 2, , ©, كء © فليس لأى منها خلفاءء 
التعبيرات الجبرية 5م عنأوسطععام 
اعتبر التعبير الجبرى 5 الذى يحوى فقط عمليات ثنائية مثل 
(ه درك *ع)) /(5 -مه) دغ 
يمكن تمثيل 5 بواسطة الشجرة الثنائية 7 المصورة فى شكل 7-2. بمعنى أن 
كل متغير أو ثابت فى 2 يظهر كعقدة داخلية فى 7 حيث الأشجار الجزئية 
اليسارية واليمينية تناظر معاملات 08652005 العمليات. فمثلاً 
(©) فى التعبير 8 معاملات عملية الجمع + هى 1 * © و ©. 
(0) فى الشجرة 7 الأشجار الجزئية للعقدة + نناظر التعبيرات الجزئية 
1 * ع وع. 
من الواضح أن كل تعبير جبرى يناظر شجرة وحيدة والعكس بالعكس. 


ادر ب 
ير ار 
0 


.له + ر(ل *ء))/(5 -م) دع 
شكل 7-2 
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المصطلحات تجع 7010 أسسسع "1 
المصطلحات التى تصف العلاقات العائلية تستخدم كثيرًا لوصف العلاقات 
بين عقد الشجرة 7. وعلى وجه الخصوص نفرض أن 7 عقدة ما فى 7 ولها 
خلف يسارى ,5 وخلف يمينى ,5. عندئذ تسمى /2 والذا. (أو أبا) لكل من 
كه يك. وبالمثل ,5 يسمى الطفل (أو أو الابن) الأيسر للعقدة 20 يى يسمى 
الطفل (أو الابن) الأيمن للعقدة2. وأكثر من ذلك فإن ركىء يى يسميان 
أخين. كل عقدة فى الشجرة الثنائية 7, ما عدا الجذرء لها والد وحيد يسمى 
السلف (الجد) ممووءءءلءع2م ل /ن/. 

والمصطلحان سليل 0656600386 الجد الأعلى :30650 لهما نفس المعانى 
المعتادة أى أن العقدة ة تسمى سليل العقدة // 0 تسمى سلف 12) إذا 
وجد تتابع من الأطفال من /7 إلى 1. وخصوصا اسمن سدليلة ماديا أو 
يمينيًا ل / وفقا لكون 1 تنتمى إلى شجرة جزئية يساربة أو يمينية من /2. 

المصطلحات من نظرية المخططات وعلم البساتين تستخدم أيضًا فى الشجرة 
الثنائية '7. خصوصًا الخط المرسوم من العٌقدة // فى 7 للتالى (للخلف) تسمى 
حرفًا 608 ومتتابعة الأحرف المتتالية تسمى مسارًا 08هم. والعُقدة الطرفية 
تسمى ورقة 36ه1ء والمسار المنتهى إلى ورقة يسمى فرعا طع6:20. 

كل عُقدة فى الشجرة الثنائية 7 تعطَّى عددًا هو رقم المستوى اعبها 
:تنام كالتالى: الجذر 2 للشجرة 7 يخصص له المستوى رقم صفر وكل 
عقدة أخرى يخصص لها رقم المستوى أكبر بواحد من رقم مستوى والدها. 
وأكثر من ذلكء العقد التى لها نفس رقم المستوى يقال أنها من نفس الجيل 
210 . 
أما عمق (أو ارتفاع) الشجرة 7 فهو أكبر عدد من العقد فى فرع ما فى 
الشجرة 7. هذا العدد يكون أكبر يواحد أو أزيد من أكبر رقم مستوى 
للشجرة 7. الشجرة '7 فى شكل 7-1 عمقها 5. 
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الأشجار الثنائية التامة والممتدة 

5ع 11 112213 010 2عء)< ا ددج عاع1مصره) 
فى هذا البند نعتبر نوعين خاصين من الأشجار الثنائية: 
الأشجار الثنائية التامة وعع 1 جتفصاظ عاغع[ممره©6 
نعتبر شجرة ثنائية '7. ل يمكن أن يكون لها طفلان على الأ كثر. 
هذا يبين أن المستوى ” للشجرة 7 له على الأكثر 2 عقدة. الشجرة 7 يقال أنها 
تامة إذا كاك جهيم ستويانياء ربما فيما عدا الأخيرء لها أكبر عدد ممكن من 
العقدء وإذا كانت جميع العقد فى المستوى الأخير تظهر أبعد ما يمكن إلى 
اليسار. ويذلك توجد شجرة نامة وحيدة ,7 لها بالضبط ” عقدة (بالطبع أهملنا 
محتويات العٌُقد). الشجرة التامة م7 ويها 26 عقدة تظهر فى شكل 7-3. 


0-8 


9 0 59 0 
0 


شكل 7-3 
العغقد فى الشجرة الثنائية التامة 36 فى شكل 7-3 تم ترقيمها بالأعداد 
الصحيحة 1[ 2ء مثممة 26 من اليسار إلى اليمين» جيل بعد جيل. بهذا 


الترقيم يمكننا بسهولة تحديد الأطفال والوالد لأى عقذة # فى أى شجرة 

نامة فوب وعلى وجه الخصوصء» فإن الطفل الأ يسر والطفل الأ يمن للعقدة 4 

هما على الترتيبء / * 1,2 +ي * 2, ووالد 5 هو العقدة [1/2]. فمثل 
407 


أطفال العقدة 9 هما العقدتان 18, 19 ووالدها هو 4 -9/21]. العمق ,4 
للشجرة التامة ,7 ويها ” عقدة يعطى بالعلاقة 
[1+م وعه! ]| - و4 


وهذا عدد صغير نسبيًا. فمفلاً إذا كانت الشجرة التامة ,7 تحتوى على 
0 - + عقدة فإن عمقها 21 - ,4. 


الأشجار الثنائية الممتدة: الأشجار من نوع 2 
وعع2-11 زوعع 1 كتمساظ 21060ع1:1 
يقال للشجرة الثنائية 7 أنها من نوع 2 أو شجرة ثنائية 
ممتدة إذا كانت كل عقدة /ا لها إما صفر وإما اثنان من 
الأطفال. فى هذه الحالة تسمى العقد التى لها اثنان من 
الأطفال عقدًا داخلية والعقد التى لها صفر من الأطفال 
عقو شارف أحيانا 'تميو بين المعل الداخلة والعارسية 
فى مخطط الشجرة بالدوائر والمربعات على الترتيب. 
المصطلح "الشجرة الثنائية الممتدة" حصلنا عليه من العملية الآتية. 
نعتبر أى شجرة ثنائية 7 مثل الشجرة التى فى شكل (7-4)4. الشجرة 7 يمكن 


شجرة ممتدة من نوع 2 2-262 (6١‏ شجرة ثنائية 7 (©) 
شكل 7-4 
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أن تحول إلى شجرة من نوع 2 بأن نضع بدلا من كل شجرة جزئية خالية عقدة 
جديدة كما فى شكل (7.4)5. 

لاحظ أن الشجرة الجديدة هى فعلاً شجرة من النوع 2. وإضافةإلى ذلكء, 
فالعُقد فى الشجرة الأصلية أصبحت الآن عُقداً داخلية فى الشجرة الممتدة 
والعٌقد الجديدة أصبحت عَقدًا خارجية فى الشجرة الممتدة. 


تمثيل الأشجار الثنائية فى الذاكرة 

11212101 ست وعع1 1 ااا 128 أتاعوء مع 11 
لتكن 7 شجرة ثنائية. يناقش هذا البند طريقتين لتمثيل 7 فى الذاكرة. الطريقة 
الأولى الجسارة تسمى تمثيل الوصلة 6560212108:م76 !ذا ل 7 وهى تشابه 
الطريقة التى مُثلت بها القوائم الموصولة فى الذاكرة. أما الطريقة الثانية 
فتستخدم مصفوفة واحدة 'ا2::8 512816 تسمى التمثيل التتابعى [01162]12ع5 
10 للشجرة '7. أهم ما يطلب فى أى تمثيل للشجرة هو إمكانية 
الوصول و3065 المباشر للجذر 82 للشجرة 7. وإذا أعطينا أى عقدة /, 
للشجرة 7 فإنه يجب أن تكون لدينا إمكانية للوصول مباشر إلى أطفال /2. 


العمثيل الموصول للأشجار الثنائية 

115 ص81 01 212108عوع ع1 لع1212آ1 
لتكن 7 شجرة ثنائية. إذا لم يذكر عكس ذلكء فإن 7 سوف تحفظ فى الذاكرة 
بواسطة تل موصول يستخدم ثلاث منظومات متوازية 50للل لاظباء 
510117 ومؤشر متغير 5007 كالتالى. قبل كل شىءء كل عقدة // للشجرة 
7 تناظر موقعًا ما 8 بحيث: 
1. []12880: تحتوى على البيانات التى عند العقدة /2. 
2. ]1 طظرا: تحتوى على موقع الطفل الأيسر للعقدة /ى. 
3. []816111: تحتوى على موقع الطفل الأ يمن للعقدة /7. 
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وزيادة على ذلكء المؤشر 5007 سوف يحتوى على موقع الجذر 8 للشجرة 7. 
إذا كانت أى شجرة جزئية خالية, فإن المؤشر المناظر سوف يحتوى على 
القيمة الصفربة, وإذا كانت الشجرة 7 نفسها خالية فإن المؤشر 2001 سوف 
يحتوى على القيمة الصفرية. 
العمثيل التتابعى للأشجار الثنائية 
5ع 1 اجحتفستظط 01 1023) دا دعععدوع1 ادتارء تلوء5 
لنفرض أن 7 شجرة ثنائية تامة أو شبه نامة. توجد طريقة فعالة لحفظ 7 فى 
الذاكرة نسمى التمثيل التتابعى للشجرة 1 
هذا التمثيل يستخدم فقط منظومة خطية واحدة 18815 مع مؤشر متغير (580/1 
كا ننالى: 
() الجذر 8 للشجرة 7 يخرّن فى [75858]1. 
(2) إذا شغلت عقدة ما 27 المنظومة الخطية []78751 فإن طفلها الأيسر 
يخزن فى [ * 78588]2 وطفلها الأ يمن يخزن فى [1 + 4 * 7558]2. 
©) 8710 يحتوى على موقع العقدة الأخيرة للشجرة 7. 
بالإضافة إلى ذلكء العقدة // فى [/]71818 تحتوى على شجرة 
جزئية يسارية أو بمينية خالية وفقا لكون 6 *2 أو 1+*2 يتخطى 
صلاع أو لكون [)/ * 7888]2 أو [1 + * 7888]2 يحتوى على 
القيمة الصفرية /1:آ[7]1. 


اجتياز الأشجار الثنائية ‏ وعع-]1 لإلتمسزظ عمزومرء 9دم1 
بواجد ثلاث طرق نمطية لاجتيازالشجرة الثنائية 7 التى جذرها . هذه 
الخوارزميات الثللاث نسمى "الغراقيت السابق" مع20مع:م, "العرانيتب الآنى" 
:12070 "الترتيب اللاحق" 05:0206م وهى كالتالى: 
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.)00 عط ووععمع2 (1) لفوت بانعلا 


01601061 12 7 01 عععاطناد ألع! عط عدي 130 (2) 
76050 10 ل 01 ععقاطاناك أطعقك عطا مدع 1527 (3) 


21050 م1 ل أه عععاطناد العا عط عورء 11239 (1) 12 


.8 أم0 عط ووععمع2 (2) 


171010 18 غ2 01 عععاطناد غطعء عطا عومع 1227 (3) 


0500م مذ 1ك 01 عععاطناد العا عطا عومع لق (1) :120560101 
50560061 15 7 04 عععاطناذ غطوقء عطا عذيعء 1227 (2) 


الترتيب السابق: 


الترتيب الآنى: 


الترتيب اللاحق: 


.1 غ200 عط ؤ55ععم220 (3) 
(1) عالج الجذر /. 
(2) اجتز الشجرة الجزئية اليسرى للجذر ”7 فى الترتيب السابق 


لمم . 

(3) اجنز الشجرة الجزئية اليمنى للجذر # فى الترتيب السابق 
]016010 . 

(1) اجتز الشجرة الجزئية البسرى للجذر * فى الترتيب الآأنى 
11010 

(2) عالج الجذر 8. 

(3) اجتز الشجرة الجزئية اليمنى للجذر # فى الترتيب الآنى 
1200 


(1) اجعز الشجرة الجزئية اليسرى للجذر 8 فى الترتيب اللا احق 
6100 . 

(2) اجتز الشجرة الجزئية اليمنى للجذر # فى الترتيب اللاحق 
05100 . 

)3( عالج الجذر /. 


ويلاحظ أن كل خوارزمية منها تحتوى على نفس الخطوات الثلاث وأن 
الشجرة الجزئية اليسرى للجذر * دائما 'نجتاز قبل الشجرة الجزئية اليمنى. 
الاختلاف بين الخوارزميات الثلاث فقط فى نوقيت معالجة الجذر 7#. وعلى 
وجه الدقة فى خوارزمية "سابق" "26م" يعالج الجذر # قبل اجتياز الأشجار 
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الجزئية» وفى خوارزمية "آنى" "2ذ" يعالج الجذر * بين اجتياز الشجرتين 
الجزئيتين. وفى خوارزمية "لاحق" "ددم" يُعالج الجذر # بعد اجتياز الأشجار 
الجزئية. 

الخوارزميات القلاث تسمى أحياناء اجتياز (8111!) غخطع 1ء-ل1ء1-ع1100 
واجتياز (1آلنآ) غطع1:-161-2006 واجتياز (871:آ) 1-2006طع1:-168 على 


الترتيب. 
أشجار البحث الثنائية وعع11 طاععروء 5 فوزع 


فى هذا البند نناقش واحدًا من أهم هياكل البيانات فى عالم الحاسبء يسمى 
شجرة البيحث الثنائية. هذا الهيكل يمكننا من البحث عن وإيجاد العنصر فى 
زمن إجراء متوسطه (7#يع0)10 - (7كر حيث ” عدد ينود البيانات 06 معتاص:ناك 
55 2.038 وهو يمكننا أيضًا من حذف أو إضافة أية عناصر يسهولة. هذا 
الهيكل يختلف عن الهياكل التالية: 

(©) منظومة الفرز الخطى 25:2 مهءه1! 50:60: فى هذا الهيكل نبحث عن 
ونجد أى عنصر فى زمن إجراء (000827 > 7 ولكن حذف أو إضافة 
أية عناصر تكون مكلفة لأنها فى المتوسط تتضمن تحريك ()0 من 
العناصر. 

(6) القائمة الموصولة :9!! لعكلمذ!: هنا يمكن حذف أو إضافة أية 
عناصر يسهولة. لكن البحث عن وإيجاد العنصر مكلف لأنه يجب 
استخدام البحث الخطى بزمن تنفيذ (007 - 7كر. 

بالرغم من أن كل عقدة فى شجرة البحث الثنائية قد تحتوى على تسجيل تام 
للبيانات» فإن تعريف الشجرة يعتمد على مجال معطى قيمه مختلفة ويمكن 
ترتيبها. 
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تعريف: لتكن 7 شجرة ثنائية. نسمى 7 شجرة بحث ثنائية إذا كانت كل 
عقدة لا فى 7 لها الخاصية التالية: 

قيمة / أكبر من كل قيمة فى الشجرة الجزئية اليسرى ل // وأصغر من 
كل قيمة فى شجرة الجزئية اليمنى ل //. 

ليس من الصعب التحقق من أن الخاصية السابقة تضمن أن الاجتياز من 
النوع "ترتيب آنى" #ءل:مما ل7 ينتج قائمة مفرزة من عناصر 7. 
ملاحظة: التعريف السابق لشجرة البحث الثنائية يفترض أن جميع قيم العقد 
مختلفة. يوجد نعريف مشأبه لشجرة اليبحث الثنائية بسمح بتساوى القيم 
بمعنى أن كل عقدة فى هذا التعريف لها الخواص التالية: 
() 14 </3 لكل عقدة 24 فى الشجرة الجزئية اليسرى ل 77. 
(6) 814 > /1 لكل عقدة 434 فى الشجرة الجزئية اليمنى ل /ل. 
عند استخدام هذا التعريفء يلزم تعديل العمليات التى سوف نناقشها لاحقا 
بالشكل المناسب. 
(5) البحث والإضافة فى شجرة البحث الثنائية 

عع"1 1 طع "52 لامفساظ 2 15 عنتاعءء5ه[آ 320 عسمتطءعصوءع5 


فيما يلى خوارزمية للبحث والإضافة فى شجرة البحث الثنائية 7 
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-12101132 01 1112134 20 لهة 7 معن اعقدهء5 لمتقسمتاط ث ‏ 7.1 11525 همعلمق 
01 3102ع10 غ2 21305 تمطاضمع21 عط]!' .معلااع 15 1102 
111 2006 بتا2 3 111101-25 5قأاقء125 1077-01 111131 

.عع 


.ع عغطلا 01 /7 غ200 عغطا طلتبت 11181501 ععدممره) ‏ .1 وعاى 
77 كه للقطء أله1 غطا ما لععع2]0م ,ل/3 > 81564 11 11 (6) 
.7ل 0 للاقطء غطعت عط م لعععممم ,7ل < 11181541 11 (ط) 


:015 101109128 عط كه عنده أتأضنا 1 معاد أهعمع 1‏ .2 معاي 
كقط مآ .ار - 1113134 أخط) طعناد /ى 200 2 غععم م1386 (4) 
.[لاآد5عء506 15 لأعهدوءة عطا عودء 
1 12012665 طعنطا ,ععغاطناة لإأمميع جره غأععمرع 11‏ (5) 
01 عع12م م1 111814 أوعكس]1 .[دالودءء»11115116 15 لأعتدء5 
.عع قاطناة طأملاء عط 


عط .3 جوعام 


خوارزمية 1 المعطيات: شجرة ة البحث الثنائية 7 بند معلومات 21 11. 


هدف الخوازمية يجاد موضع 1/1 11 في الشجرة 7 أو 
إضافة 1121 كعقدة حد بده فى الشجرة 2_1 


الخطوة 1: قارن 1178274 مع الجذر 71 للشجرة. 
() إذا كان 11834 <27 تابع للطفل الأيسر ل 77. 
(6) إذا كان 11834 >8 تابع للطفل الأيمن ل 77. 
الخطوة 2: كرر الخطوة 1 حتى تحصل على أحد وضعين: 
(©) تقابل عقدة /2 تحقق 1115234 -/7. فى هذه الحالة يكون 
اليحث ناجحا. 
(0) تقابل شجرة جزئية خالية وهذا يشير إلى أن البحث 
فاشل. ادخل 11834 بدلاً من الشجر الجزئية الخالية 
الخطوة 3: خروج. 
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م( الحذف فى شجر ة البحث الغثنائية عع1 طاعردء5 جسفمصزظ 2 مزعمناءاء2: فيما 
بيلى خوارزمية لحذف بند ما 118274 من شجرة البحث الثنائية 2,7 وهو 
يستخدم خوارزمية 7.1 لإيجاد موقع /17180 فى 7. 


-151011113 01 1181/1 سه 300 7 عه طععدع؟ لإمتقولط ذم 7.2 تتتللأاضمعلا4 
,// ع200 012 اأمععدم عطا دعاأاموعل (/2)7 .معاالع 15 م10 
عط1' .7( )0 رمدوعععناد عجع12010 عط وعأمرمعل (/8 )5 210 

1 صندمع2 11/1 وعاأءاع0 لطا لرمع21 


لل ع500 عط 01 0108)هع10 عط 520 مغ 7.1 تسمطغاممعلاذ عدلآ 
2100 عط 1ه عاعدنا رععءا لصح 1181/1 كم تماممء اعتطب 
,7 102 201 15 118101 11) .(نطق)مط عله0م غمععدم عط أه 

(.اغلءاط لمد 5102م 


ع3 عتفغط1' ./3 كه وعملائطء 0 عط تتام عغطا علامرمعاء12 
:2525© مم11 
لاك لاط 7 (مهم] لعنع1عل ذز1 /م .مععلائطء مم كقط لل (4) 


2611م ع1 د[ /7 01 مملاأدع10 عط ع0 1اعدامع: نزام 
1216م مآ[ نال] عط بإ ولق)م 
7 حرمءم]ا لعاعاعل 15 ل( .لا لاقطء عمه بلإلأعدعهء كقط لل (ط) 

200 2122م ع15 7/12 01 مه1أدء10 علا عدماعوامع: نز 
لإ أل 5عع12[رع2 5تط1) .ألا أه ممتندعه10 عط نزط (يق)طمر 
.1 
عل لتطء م فقط ار 

7ار 05 (/ر )5 بمووععع ناد قع12010 عط لملط ‏ (1) 

(.لاتطء أغأأع1 مم مقط (/مر)ذ5 معط 1) 

.(5) 01 (6©) 71151118 120111 (/8)ذ عاأعاء10 (1) 

+17 (/5)8 بوط لل عمعدامع 8‏ ([111) 


608 
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خوارزمية 7.2 المعطيات: شجرة بحث ثنائية 7 وبند من المعلومات 
4 . (5)8 يرمز إلى والد العقدة /؛ و (5)8 يرمز إلى 
خلف 7 فى "الترتيب الآنى" الخوارزمية تحذف 118001 


من 7. 
: استعمل الخوارزمية 7.1 لإيجاد موقع العقدة 7 والتى 
تحتوى على 115814 واحفظ موقع عقدة الوالد (/1)م 
(إذا كان 1118134 غير موجود فى الشجرة 7 فعندئذ قف 
واخرج). 
2: عين عدد أطفال /2. توجد ثلاث حالات: 
(©) 7 ليس له أطفال. تحذف 1 من 7 بوضع المؤشر 
الصفرى .1ا81]0 بدلا من /ا فى موضع عقدة الوالد /2)0. 
() 77 له طفل واحد فقط 4/. تحذف 7 من 37 بوضع موقع 1!/ 
بدلا من 27 فى موقع عقدة الوالد (2007. (44 تحل محل /3). 
2) /7 له طفلان. 
2) أوجد الخلف 5080 ل 7 التابع فى "الترتيب الآنى" 
عندئذ (5)8 ليس له طفل أيسر. 
8) احذف )5 من 7 بياستخدام ©) أو (5). 
60 ضع (5)8 بدلا من /ا فى 7. 
التحطوة 3: خروج. 


ملاحظة: لاحظ أن الحالة (111) فى الخطوة (20 أكثر تعقيدًا من الحالتين 
السابقتين. يمكن إيجاد انسف (5)8 ل /2 فى "الترتيب الآنى" كما يلى: 
بولند ١‏ ترد يجا لاتليل ابعر د الم على اسان تعر يسارا 

حتى نقابل العٌقدة 4 التى ليس لها طفلاً أيسر. العُقدة 44 هى الخلّف (5)0 
ل ١‏ فى "الترنيب الآنى". 
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مسألة محلولة 7.1 افرض أن 7 شجرة ثنائية مخزنة فى الذاكرة كما فى شكل 
7-5. ارسم تخطيطًا ل 3 


1 25 2161110139 18 50160 عع لإتقصماط ع7 15 7 05م مناك 7.1 تع اطوع8 501760 
7 01 انلمع 012 عط عدون[ .7-5 عزناع 11 


10 11 12 13 14 


شكل 7-5 


الحل: ترسم الشجرة 7 من جذرها # لأسفل كما يلى: 

(6) الجذر 8 يحصل عليه من قيمة المؤشر '8007. ويلا حظ أن 2007-5. 
إذا 60 -[12080]5 هو الجذر 8 للشجرة 7. 

(5) الطفل الأيسر ل 8 يحصل عليه من مجال المؤشر الأيسر ل #. ويلااحظ 
2 - [551]5.آ. وبالتالى 30 - [1217012 هو الطفل الأيسر ل 2/. 


(©) الطفل الأيمن ل / يحصل عليه من مجال المؤشر الأيمن ل 8. أى أن 
6 > [5106111]5. وبالتالى 70 - [18170]6 هو الطفل الأيمن ل #. 

يمكننا الآن رسم الجزء الأعلى من الشجرة كما فى شكل (7-6)4. ويتكرار 

العملية السابقة مع كل عقدة جديدة نحصل أخيرًا على الشجرة المطلوية 7 

فى شكل (7-6)5. 
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(2) 


الفصل الثامن 


الجبر البوليانى 
2ع تنددء001]آ1 


فى هذا الفصل: 
كي التعاريف الأساسية 
كي الثنائية (التقايل) 
كن النظريات الأساسية 
البوابات والدوائر المنطقية 


التعاريف الأساسية 5 1251 
نفرض أن 8 فئة غير خالية ومعرف عليها عمليتان ثنائيتان + و *»: وعملية 
أحادية (أى تعمل على عنصر واحد) وبرمز لها ب '» ومعها عنصران مختلفان 
هما 0 و1. عندئذ تسمى 8 جيرا بوليانيًا إذا تحققت المسلمات التالية حيث 
2. 6, © أية عناصر فى 8. 
[8] قوانين التبديل 12825 176) 00010111013 

© *#زعدق * ني +مع ز+ب+ني 
[82] قوانين التو زيع 5 1176 ]لاط 10151 : 


(2 * ي) س رط “*م)عدن +دط) *نع 2 + ه) * (طزبدم) عد * 5) + ن 
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[دظ] قوائنين التطابق 275 /11مء10: 

6 - 1 * عي 0-2 +4 
[84] قوانين التمام وا اقرع تع[ مده © : 

0 - “ع * م 1[ مدن 


فى بعض الأحيان نرمز للجبر البوليانى بالرمز <1 ,0 , ,* ,+ ,8> عندما 
نريد التأكيد على أجزائه الستة. ونقول إن 0 هو العنصر الصفرى وإن 1 هو 
عنصر الوحدةء '6 هو متمم 6. وعادة سوف نسقط الرمز * نكتب العنصرين 
متجاورين» فمثلا بدلاً من أن : نتكتب 
* م) + ر(ط *ن) دق + () * نج 
سوف نستخدم الصورة المبسطة 
عه +آه دن + ط)ه 
وهى خاصية التوزبع الشائعة فى الجبر. كذلكء 
+ ه) * (ط+ ‏ م) د * ط5) دن 
تصبح 
,© + ه)(ط + ع) دعم + عه 
وهى طبعًا لا تمثل متطابقة شائعة فى الجبر. 
العمليات +. *» ' نسمى المجموع وحاصل الضرب والمتمم على الترتيب. 
ونتفق كما هو متبع عادة على أنه إذا لم توجد أقواسء فإن العملية. يكون 
لها الأسبقية على العملية * وأن العملية * يكون لها الأسيقية على العملية +. 
فمعلد 
©ع*86+ه تعنى (©*5)+104) وليس »*(4+6) 
“.6*6 تعنى ‏ (6*)5 وليس (4*85) 
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الجبريات الجزئية والجبريات البوليانية المتشاكلة أحاديا 
5 مث صضوة18001 عتتامتمنردهك]! بكموعءطعع لوطتاك 
لتكن © فئة جزئية غير خالية من جبر بوليانى 8. نقول إن 0 هى جبر جزئى 
28 من 8 إذا كانت © نفسها هى جير بوليانى (بالئسية افى 
العمليات المعرفة على 8). ونلاحظ أن © تكون جبرًا جزئيًا من 8 إذاء وفقط 
إذاء كانت © مغلقة تحت تأثير العمليات الثلاث ل 8, وهى +, *, '. 
تقول أن الجبريين البوليانيين 8, '8 متشاكلان أحاديًا عتطميمدههذ إذا 
وجد تناظر واحد لواحد '8 ج 8 :/ يحفظ العمليات الثلاث, أى بحيث 
تتحقق العلاقات 
(5)/ +(ه)ر - (ط+ه)ل 
(6)ثر *(مه)ر - (ط+*ه)ر 
)1 -0م)ر 


لأى عنصرين ©2 6 فى الجبر البوليانى 8. 


الثنائية (التقابل) يخالك كنا 
التقرير المقابل لأى تقرير فى الجبر البوليانى 8 هو التقرير الذى يحصل 
عليه بتبديل العمليات + و *» وتبديل العنصرين 0 و 1 فى التقرير الأصلى. 
مثلاء مرافق التقرير المقابل للتقرير 
-(1*م)+(م*0) هو (طع(0+م)* +1) 
ونلا حظ التمائل فى مسلمات الجبر البوليانى 8» بمعنى أن مجموعة المسلمات 
المقابلة لمجموعة مسلمات 8 هى نفسها المجموعة الأصلية. وبالتالى. 
يتحقق مبدأ الثنائية الهام فى 8. وعلى وجه التحديدء 
نظرية 8.1 مبدأ الشنائية بر)نلوب5 ]0 ءامتعداءم 
المقابل لأى نظرية فى الجبر البوليانى هو أيضًا نظرية. 
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ويعبارة أخرى إذا كان أى تقرير هو نتيجة لمسلمات الجبر البوليانى فإن 
التقرير المقابل يكون كذلك تتيجة لهذه المسلماتء وذلك لأن مقابل أى تقرير 
يمكن إثباته باستخدام مقابل كل خطوة فى برهان التقرير الأصلى. 
النظريات الأساسية 1126015 16و82 
باستتخدام المسلمات من [:8] إلى [84] يمكن إثبات النظريات التنالية 
نظرية 8.2 لتكن ه, 5, ء أية عناصر فى الجير البوليانى 8. 
(1) قوانين الرسوخ 28005! 4م66همدمء106: 
> - » * ع > - هج + هع 
(11) قوانين المحدودية 285! ؤووعمل801206: 
0 >0 * عي 1[-<1+هم 
(111) قوانين الاستيعاب 188:5 دمنامهوطهق: 
2 > (ط + عه) * ه ه ع (6 * ه) + نه 
(0) قوانين الدمج 5 455001311976 : 
2 *م) *#م-ع * وم * ن) ( +ط) +ديودع + رق + ى) 

نظرية 8.2 المسلمات السابقة فى الجبر البوليانى ما زالت لا تحتوى على كل 
خواص الفئات. النظريتان التاليتان تعطيان باقى الخواص. 
نظرية 8.3 لأى عنصر © فى جبر بوليان 8 

(1) وحدانية العنصر المتمم لاع نتت 1م0010 01 121011621655 : 

إذا كانت 1 -«+ مهمو 0-+«*4 فإن “مدير 
(11) قانون الالتفاف 20.آ 1211970116100 : 
مه - 'ضه) 
(11) 0-“'1 :21مم 
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نظرية 8.4 إقوانين دى مورجاث) 5و! 5 موع:310 


“+ 'مح 'رط * ه) ‏ 'ط* 'ي-ح '(ط+ع) 


البوابات والدوائر المنطقية 5انداء01) 00د 5ع)2© غزعم.1 
الدوائر المنطقية (تسمى أيضًا الشبكات المنطقية) هى هياكل تبنى من بعض 
الدوائر البدائية التى تسمى بوابات منطقية. كل دائرة منطقية يمكن النظر 
إليها كآلة 5 نحتوى على واحد أو أكثر من أجهزة الإدخال وواحد فقط من 
أجهزة الإخراج. كل جهاز إدخال فى 2 يرسل إشارة معينة يقال لها بت 
(رقم ثنائى) (انونل بمهمذط) غآطء 

1[ عه 0 


إلى الدائرة 2. تعالج 2 ففة البتات 5اذط لتعطى فى النهاية بت المخرج 
غ01 أنام)نا0. وعلى هذاء يمكن تخصيص متتابعة من 7 بت 7-616 لكل جهاز 
إدخال. و 2 تعمل على معالجة المتتابعة الداخلة بتا بتا (أى معالجة بت واحد 
فى المرة) لتحصل فى النهاية على متتابعة من # بت 7-016 فى المخرج نعرف 
أولا البوابات المنطقية ثم ندرس بعد ذلك الدوائر المنطقية. 
البوابات المنطقية 5 غحأعم] 
هناك ثلاث بوابات منطقية أسامسية نقوم بوصفها فيما يلى. وسوف تقر 
الاصطلا ح على أن الخطوط الداخلة إلى رمز البوابة من جهة اليسار هى 
خطوط الإدخال والخط المنفرد على اليمين هو خط المخرج. 
() بوابة «أو» ع:8© 012: شكل (8-1)0 يمثل بوابة "أو" بمدخلين 4 و8 
ومخرّج 4+8 - 7 حيث "الجمع" نم تعريفه بجدول الصواب فى شكل 
(8-1)5. وبذلك يكون المخرج 7-0 فقط عندما يكون المود د 0 >-4م 
و8-0. مثل هذه البوابة "أو" يمكن أن يكون لها أكثر من مدخلين 
اثنين. شكل (8-1)0 يوضح بوابة "أو" ولها 4 مدخلات 4, 8, ©, م 
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والمخرّج 2 + 0 + 8 + 4 -لا. المخرّج 7-0 إذاء وفقط إذاء كانت جميع 

المدخلات تساوى صقرًا. 

نفرض مثلا” أن البيانات المدخلة للبوابة "أو" فى شكل 8-10 همى 
المتتابعات المكونة من ثمانيات البتات 6ذ8-6 التالية: 

0101 22-2 ,00100100 -0) ,10100001 8 ,10000101 - ىم 
البوابة "أو" تعطى ناتجًا 0 عندما تكون كل المدخلات أصفارا وهذا يحدث 
فى الأماكن الثانى والخامس والسابع وبالتالى تكون متتايعة المخرج هى 
1 - [1. 


4 
8 +4 ع لآ 
8 


3رل 


بوابة 


أو" (م 


م د+ح +ه+ي - عو 22 


رع 


شكل 8-1 


(0) بوابة «و» 6816© 47/9: شكل (8-2)4 يوضح بواية "و" 4212 بمدخلين 
4 و 8 ومُخرّج 8 . 4 -7 (أو ببساطة 48 -7) حيث "الضرب" معرّف 
فى جدول الصواب فى شكل (8-2)85. ويهذا يكون المُخرَّج 7-1 فقط 


5 7 


5 © © 


إذا كانت 4-1 و 8-1. وفى غير ذلك فإن 0 - [1. هذه البوابة "و" 
يمكن أن يكون لها أكثر من مدخلين اثنين. شكل 8-200 يصور بوابة 
"و" لها أربعة مدخلات 4, 8.©, 2 والمخرّج 4.8.0.82 - 7. قيمة 
المخرَّج 7-1 إذاء وفقط إذاء كانت جميع قيم المدخلات تساوى 1. 
نفرض مثلا أن بيانات المدخلات للبوابة "و" فى شكل )8-2 هى 
0 
المتتابيعات المكونة من ثماأنيات البتات التالية: 
0 -222 60111001152 ,801111011 ,11100111- م 


البوابة "و" تنتج 1 فقط عندما يكون جميع بتات انط المدخل مساوية [1. 
وهذا يحدث فقط فى الأماكن الثانى والثالث والسابع وبالتالى تكون متتايعة 
المُخرَّج هى 01100010 -7. 


: 4 
دك هم 
8 


بوابة "و" )62( 


< ا © 5 


©) بوابة «ليس» (النفى) )062 2017: شكل 8-3040 يوضح بوابة "ليس" 
وتسمى أيضًا عاكسا +1066 لها مدخل 4 ومخرج '4 -7 والانعكاس 
يرمز له بالرمز (') ويعرف بجدول الصواب فى شكل (8-3)8. قيمة الخرج 
'4 -آا هى عكس قيمة المدخل 4. أى أن 1 -'4 عندما 4-0م, 0 - '4 
عندما 1 -4. وتؤكد هنا على أن بوابة "ليس" لها فقط مدخل واحد فقط 
بينما بوابات "أو"و "و" يمكن أن يكون لهما مدخلين أو أكثر. 


ال" 
1 |0 
2( 


بوابة "ليس" منوع 2/01 (4) 


شكل 8-3 


لنفرض مثلا أن البوابة "ليس" مطلوب منها العمل على المتتابعات الثلاث التالية 
0 تحت رب4 001111 حت رك ,110001 ,4 


بؤاية "فيس» تغير كل 0 إن :1 وكل 1 إلى :30 ولهداء 


1 تت رل ,01110000 ح 'ريكق ,001110 - ,4 


هى المخرجات الثلاثة المناظرة. 

الدوائر المنطقية 5اأداء 0115© عأع مآ 
الدائرة المنطقية .4 هى هيكل محكم التكوين ومركباته الأولية هى البوابات "أو", 
"و", "ليس" التى سبق تعريفها. شكل 84 هو مثال لدائرة منطقية مدخلاتها 
م 8ء © ومخرجها 7. النقطة (.) تشير إلى مكان يتفرع فيه خط الإدخال 
بحيث برسل إشارات البت فى أكثر من اتجاه. بالعمل من اليسار إلى 
اليمين» نعبر عن 7 بدلالة المدخلات 4, 8, © كالآتى: قيمة المخرّج من 
بوابة "و" هو 8 . 4 وهذا يتم نفيه بعد ذلك ليعطى '(4.8). أما المخرّج 
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البوابة "أو" السفلية فهو 60+'4 حيث ينفى بعد ذلك ليعطى '©0 + '4). 
وأخيرًا مخرج البوابة "أو" التى فى اليمين ذات المُدخلين '(4.8) و '(© + '/4) 
يعطى التمثيل المطلوب 


'(0 + /م)+ (8١م)‏ - 2 


شكل 8-4 


الدو ائر المنطقية كجبر بو ليانى و“اطععلث ققدء8001 2 35 ذاتناء:11) عأع1[0 
نلاحظ أن جداول الصواب للبوابات "أو", "و", "ليس" تتطابق على 
الترتيب مع جداول الصواب للتقارير وم (الفصل أو ؟). .مم (العطف م 
ول. ولهذا فإن الدوائر المنطقية تحقق نفس القوانين مثل التتقاربر وبالتالى 
فهى تكون جبرًا بولياتيًا. ونذكر هذه النتيجة فى صورة 

نظرية 8.5 الدوائر المنطقية تكون جبرًا بوليائيًا . 

وعلى هذا فإن كل المصطلحات المستخدمة فى الجيربات البوليانية مثل المتمماتء 
المجموع التام لحواصل الضرب يمكن استخدامها أيضًا فى الدوائر المنطقية. 
دائرة «و - أو» كأنن © 41712-012 
الدائرة المنطقية .2 المناظرة لمجموع حواصل ضرب فى الجبر البوليانى تسمى 
دائرة "و-أو". مثل هذه الدائرة 2 لها العديد من المدخلات حيث: 
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1. بعض المدخلات أو متمماتها تغذى كل بوابة "و". 
2. مخرجات كل بوابات "و" تغذى بوابة وحيدة "أو". 


3 مخرج بوابة أو" هو مخرج الدائرة ا. 


بوابات «نفى و» و «نفى أو» قم 21012 لد الماح 
توجد بوابتان إضافيتان تكافئان تركيبات من اليوابات الأساسية التى سيق 
تعريفها. 


(©) بوابة "نفى و" 7487/2 وهى مصورة فى شكل (8-5)0,. وتكافىئ بوابة "و 
يتلوها بوابة "ل 
(6) بوابة "نفى أو" 701 وهى مصورة فى شكل (8-5)5, تكافىئ بوابة "أو 
يتلوها بوابة ل 
جداول الصواب لهاتين اليوابتين (باستتخدام مدخلين 4 و 8) موضحة فى 
شكل (8-5)0. البوابتان "نفى و" و"نفى أو" يمكن أن يكون لكل منهما 
اثنان أو أكثر من المدخلات تمامًا مثل بوايتى "و" و "أو" المناظرتين. 
وبالإضافة إلى ذلكء فإن مخرج البوابة "نفى و" يكون صفرًا إذاء وفقط إذاء 
كانت كل المدخلات تساوى 1 ومخرج البوابة "نفى أو" يساوى 1 إذاء 
وفقط إذاء كانت كل المدخلات تساوى صفرًا. 


4 4م 
4 0 4 © ا«لراردا 
28 8 


بوابة "نفى ان 08 (م) بوابة "نفى لماز (ه) 


شكل 8-5 
ت :128 


نلاحظ أن الفارق الوحيد بين بوابتى "و" و "نفى و" من جهة وبين 
بوابتى "أو" و "نفى أو" من جهة أخرى أن كل من البوابتين "نفى و" 
و"نفى أو" يتلوها دائرة. بعض النصوص تستخدم مثل هذه الدائرة الصغيرة 
للإشارة إلى المتمم قبل البوابة. فمثلاً التعبير البوليانى المناظر للدائرتين 
المنطقتين فى شكل 8-6 هو كالآ تى: 


"© + “قح ألم ) دخا (6) (4'8)دطاط (ه) 


4 4 
1 8 14 
8 6 
(2) (6) 


شكل 8-6 


مسألة محلولة 8.1 اعتبر الجبر البوليانى ورد (فئة قواسم العدد 210). 
(6) أوجد الفئة 4 من الذرات (الأعداد الأولية). 
(©) أوجد اثنين من الجبريات الجزئيةء كل منهما يحتوى على ثمانية عناصر. 


-ألاأل كه أع5 عط)) ىرولا مقطعع 21 ممعامه8 عط معلأكم00 8.1 لمعاطوعظ لع جامد 
.(210 01 5نهو 


5غ قعل 220 كارع مرعاع 115 أؤأنآ (2) 
.5 أ0 4 أع5 عط©ا لماط (م) 
605معآء أاطواء طائد تامع أقطاناو مبدا لواط (ع) 


الحل: 
)2( قواسم العدد 210 هى 1. 2,2 3, 5, 6, 7,. 2,10 14,. 2,15 21,. 30,. 35 
2 70, 105, 210. مخطط 0ر8 يظهر فى شكل 8-7. 


(06) (2,3,5,7) -4 هى فئة القواسم للعدد 210 من الأعداد الأولية. 
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(2) الفعتان (210 ,105 ,70 ,1,2.3,6,35) -8ء 
(42,210 ,7,30,35 ,6 ,5 ,1) >-© يكونان اثنين من الجبربات الجزئية ل ورويآ. 


شكل 8-7 


مسألة محلولة 8.2 عبر عن المخرّج 1 كتعبير بوليانى حيث 4. 8,. 0 هى 
مدخلات الدائرة المنطقية فى شكل 8-8. 


أ لسأكوع1ماء 33ة8001 3 35 لآ الامأناه عط دوع رمعاط 8.2 رع [اطوع لع تامدك 
8-8 عتناعاط 12 الناعرك عاعو! عط :10 ) ,8 ,4 5أنام دا 


"> افق 


شكل 8-8 
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الحل: مُخرج أول بوابة "و" هو 480 ومخرج ثانى بوابة "و" هو '480. 
مخرج آخر بوابة "و" هو '48. ولهذاء فإن 

"48 + ا "هم + 80 'م د لز 
مسألة محلولة 8-3 عبر عن قيمة المخرج ١‏ كتعبير بوليانى بدلالة المدخلين 
4 و 8 للدائرة المنطقية فى شكل 8-9. 


عط ها موزأودع1ممء قنعء800[1 2 325 '( الاماناه عغط) دوع 2معرظ 8.3 درءلطامع2 لع الوك 
8-9 عناع 11 12 أأناءعقكء عزعه! عطا 101 8 0ر3 4 كالامدا 


5-9 عردع ]1 


الحل: هنا الدائرة الصغيرة فى الدائرة المنطقية تعنى المتمم. ولهذا فإن قيمة 
مخرّج البوابات الثلاث على اليسار هو '48, '(8 + 4)., '(4'8). ويالتالى 
'ز8 'م) + '(ه + م) + “8م - ر 
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الفصل التاسع 


1211511255, )212111111215, م١!‎ 65 


فى هذا الفصل: 
الأبجدية؛ الكلمات, شبه الزمرة الحرة 
كن اللفات 
كن القواعد 
ين آلات الحالة المنتهية 


511510110 عع1آ] ,110105 راءطقطمام 
نعتبر فئة 4 غير خالية من الرموز. الكلمة ٠050(‏ أو عماة) ا على الففة 4 
هى متتابعة منتهية من عناصر 4. فمثلا المتتابعتان 
2ل دبرد. 3 ]هن - يه 
هما كلمتان على الفئة (ع ,6 ,ه) - 4. عند مناقشة 
الكلمات على 4, عادة ما تسمى 4 أبجدية 
غ1366م]2» وتسمى عناصرها حروفا 65 )ع!. 
أيضا: نختصر مصطلحاتنا ونكتب 2 بدلا من 242 
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َه بدلا من 2 وهكذا. ولهذا فإن الكلمتين السابقتين “زهدمه داو توطمن در 

المتتابعة الخالية من الحروفء ويرمز لها بالرمز 2, أو م (ويقرآن لمدا 
283 إبسلن 50ازقم2) أو 1 تعتير أيضًا كلمة على 4 تسمى الكلمة 
الخالية 7010 بأمماء. فئة جميع الكلمات على 4 برمز لها بالرمز ام 

طول 5إع160 الكلمة #, ويكتب [#| أو (7)/, هو عدد العناصر فى متتابعة 
الحروف الخاصة بها. فللكلمتين «اء و < السابقتين نجد أن 5 -20/ و 7-(00. 
أيضًا 0 -(2)/ حيث 2 الكلمة الخالية. 
ملحوظة: إذا لم يذكر غير ذلك فإن الأبجدية 4 تكون منتهية والرموز #, 
ماه ا سوف يرمز بها لكلمات على 4, عناصر 4 هى الحروف 2,4 22 ©. 
التعاقب 000221010 
نعتبر كلمتين 2, ١‏ على الأبجدية 4. تعاقب 0000216220109 #2 و ١‏ ويكتب لم1 
هو الكلمة التى نحصل عليها بكتابة حروف « تليها حروف «ا. فمئلا 
للكلمتين #, « السابقتين نحصل على 

وز من طوطه - ودهطء مو ططوط - نر 

وكما فى الحروفء نعرف “نه - بور يو ح إنيز)ز وفى الحالة العامة ”ده - ان 

من الواضح لأى كلمات #2 نس نر أن الكلمتين «ا(ماية) و (ملاا)ة متطابقتات 
لأنهما ببساطة تتكونان من حروق الكلمات 2ء «ء ا مكتوية واحدًا بعد 
الآخر. أيضاء إضافة الكلمة الخالية قبل أو بعد أى كلمة #2 لا تغير الكلمة #. 
ويعبارة أخرى: 
نظرية 9.1: عملية التعاقب للكلمات على الأبيجدية 4 هى عملية ادماجية. 
الكلمة الخالية 2 هى العنصر المحايد فى هذه العملية. 
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الكلمات الجزئية؛ قطع البداءة 55 151121 ,1035ه؟7ط ناك 
نعتبر أى كلمة ,© .... و©ره -): على الأبجدية 4. أى متتابعة 0 ....]بره,© ع مر 
نسمى كلمة جزئية 6050نا5 للكلمة #. على وجه الخصوص الكلمة الجزئية 
> .... وورت >1 التى تبدأ بالحرف الأول من »* تسمى قطعة البداءة 1181م 
621 من 2. وبعيارة أخرى كلمة جزئية من 2 إذا كان يلابارنا - يا و بر 
بداءة » إذا كان مير - . لاحظ أن كل من 24 كلمات جزئية من + لأن 
لام -نن. 
نعتبر الكلمة مع5 - :. الكلمات الجزئية وقطع اليداءة من : هى: 
1. الكلمات الجرئية: نل ه) ذل م طم عط وه عطه معط وعؤه 
2 قطع البداءة: نضّء هي طه؛ عطه وءطه. 
لاحظ أن الكلمة الجزئية © -7 تظهر فى مكانين فى #. الكلمة مه لا تمثم 
كلمة جزئية من : بالرغم من أنها مكونة من حروف تنتمى إلى 8. 
شبه الزمرة الحرة؛ الزمرة الأحادية الحرة 
102010 عع:1 ممع تسعدذعع1 

نفرض أن 7 ترمز لفئة كل الكلمات غير الخالية على الأبجدية 4 مع عملية 
العافت كمة لاحظنا مايعاء :هذه العملية ادماجية 2 تبون ثليه الزهرة 
الحرة على 4 أو شبه الزمرة الحرة المولدة بواسطة 4. من السهل إثبات أن 7# 
تحقق قوانين الحذف من اليمين ومن اليسار. وعلى أية حال 5 ليست تبديلية 
عندما تحتوى 4 على أكثر من عنصر واحد. وسوف نرمز بالرمز ير لشبه 
الزمرة الحرة على 4 عندما نريد تعيين الفئة 4. 

الآن لتكن 14 - *4 فئة الكلمات من 4 التى تحتوى الكلمة الخالية 2. 
ويما أن 2 هو عنصر الوحدة لعملية التعاقبء» فإن 84 تنسمى الزمرة الأحادية 
الحرة 7202010 566 على 4. 
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اللغات 1-5 
اللغة ع8ةناوصة! 7 على الأبجدية 4 هى مجموعة من الكلمات على 4. تتذكر أن *4 
ترمز إلى فئة كل الكلمات على 4. وبهذا فإن 2 هى فئة جزئية من *4. 
عمليات على اللغات 5 ! 011 101235 زعم 0 
نفرض أن ا و 44 لغتان على الأبجدية 4. نعرف تعاقب "202]602]100مء" 
1 و 314» نرمز له ب 1.114 بأنه لغة معرفة كالآ نى: 

(4! ء دارا ع انما ! - ارا 
أى أن 214 ترمز إلى فئة جميع الكلمات التى تأتى من تعاقب كلمة من 1 
مع كلمة من 44. ومن الواضح أن عملية تعاقب اللغات ادماجية لأن تعاقب 
الكلمات عملية ادماجية. 
قوى اللغة "ع28ناع120 01 0715م" 1 تعرف كالا تى: 
ا < ررءو؟ راكنا ع أخكل ارااء ا ادال ,[0-14ز 

العملية الأحادية مه65260م0 نقدنا *1 (وتقرأ ]1 نجمة) للغة .82 وتسمى 
كلين "6 ؟ناذهاه ومع16»!" ل 2 تعرف بأنها الاتحاد اللانهائى 


إغلاق 


ل]ء...د ةن لان قاع ما 
0- 


المقواعد 015) 
تمن شتكل 9-1 اقواغك #ركين 'نجطلة مغيلة .ولا نطظ. وود : 
(1) متغيرات مختلفة مثل (جملة), (جملة اسمية) » ...؛ 
(2) كلمات طرفية مختلفة مثلا" ”06]“, ”بروط“, ...؛ 
(3) متغير البداية (جملة) 
(4) تعويضات مختلفة أو نواتج مث 
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(عكققطم طعع؟) (ع225ئام قنا0م) جح (عع522162) 
(منامس) (ع2211) جح رعووعطام اعء زطاه) 
عآاممة جح (رنامم) 


(جملة) -> (جملة اسمية) (جملة فعلية) 

(جملة مفعول) -> (كلمة طرفية) (اسم) 

(اسم) -> (تفاحة) 
الجملة النهائية فقط نحتوى الأطرافء بالرغم من أن كل من المتغيرات 
والأطراف تظهر في 'تكوبن الجملة بواسطة النواتج. هذا الوصف البديهى 
أعطى ليكون ميررا لتقديم التعريف التالى للقواعد واللغة التى تولدها. 


الجملة (عع«عامهم) 
جملة خبرية (عهوغطمح لمعه جملة أسمية (212886 2010123) 
جملة عن أشياء جملة أسمية 
(©قهعطص غعه زطه) فعل (طاعع؟) (مق8غطم صنوم). أداة تعريف (16ع826) 
أداة انعرد 3 
أسم (501312) (هل826) أسم (50122) صفة (ه6 ]عه [20) 
تفاحة ©8221 ده أكل ماع ولد مط صغير 116616 1 لالم 
أداة أداة التعر بف 
العركين شكل 9-1 ال 


قواعد تكوين العبارات» أو باختصار القواعد ©, نتكون من أربعة أجزاء: 

(1) فئة منتهية 1 (مفردات اللغة). 

(2) فئة جزئية '7 من 7 عناصرها 3 تسمى الأطراف؛ عناصر 1١7‏ - 2 تسمى 
عناصر غير طرفيه أو متغيرات. 

(3) رمز غير طرفى 5 يُسمّى رمز البداية 20ا5. 

(4) فئة منتهية 7 من النواتج. الناتج هو زوج مرتب 7 ,©) يكتب عنادة 
جاه حيث ©ه و / كلمات فى 7. كل ناتج فى 7 يجب أن يحتوى 
على الأقل على عنصر واحد غير طرفى على جانبه الأيسر. 


137 سه 


مثل هذه القواعد © يرمز لها بالرمز (5 ,7,5 ,6017 - © عندما نربد الإشارة 
إلى أجزائها الأ ربعة. 

إذا لم يذكر غير ذلك فإن التمثيل الرمزى التالى سوف يستخدم للدلالة 
على القواعد وسنرمز للأطراف بالحروف 4 5.ج, ... وللعناصر غير الطرفية 
بالحروف اللاتينية الكبيرة المائلة 4» 8, ©, ... مع رمز البداية 5. أيضًا 
الحروف الإغريقية 2, , ... سوف ترمز للكلمات فى 7,. أى الكلمات 
الطرفية وغير الطرفية. وعلاوة على ذلك سوف نكتب 

م ... .و /) جده بدلا من 6 جه »., ... ري جه ه ,8 جع 


ملاحظة: كثيرًا ما سنعرف القواعد © فقط بإعطاء النواتج» مفترضين ضمنيًا 
أن ك هو رمز البداية وأن العناصر الطرفية وغير الطرفية فى © هى فقط ما 
يظهر فى النواتج. 
اللغة 7)0 للقواعد 6 22122131 3 01 (7)06 1311811356 
لتكن ١‏ و ٠"‏ كلمتين على فئة مفردات اللغة ! للقواعد ©0. نكتب "1 ج بر 
إذا أمكن الحصول على "1 من ١١‏ باستخدام أحد النواتجء أى إذا وجدت 
كلمتان ناء « تحققان ميمء: > مل ده > "70 وناتج م ج-0. ونكتب ذلك بصورة 
"بير جد جح بير أو “بيرج #ديز 
إذا أمكن الحصول على "7 من « باستخدام عدد محدود من النواتج. 
لتكن © قواعد ذات الفئة الطرفية '7. لغة القواعد (6)» وبرمز لها ب (6)آ27, 
بالعملية السابقة2ء أى أن 
[ دج 5 : *1» سن[ - (1.)0 


أنو اع القواعد 015 197105 
تصنف القواعد إلى فصول تبعًا لأنواع النواتج التى تسمح بها. التقسيم 
التالى للقواعد يرجع إلى نوام شومسكى !ه00 210251. 
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النوع 0 للقواعد ليس على نوانجه أية قيود. الأنواع 1» 2, 3 تعرف كالتالى: 

(1) القواعد © يقال أنها من النوع 1 إذا كان لكل ناتج الصورة م ج به 
حيث )مم > أه| أو الصورة 2 ج ه. 

(2) القواعد © يقال أنها من النوع 2 إذا كان لكل ناتج الصورة م جه 4 
حيث الجانب الأيسر غير طرفى. 

(3) القواعد © يقال أنها من النوع 3 إذا كان لكل ناتج الصورة © جه 4 أو 
الصورة 8 ه ج 4, أى عندما يكون الجانب الأيسر عنصرًا غير طرفى 
واحدًا والجانب الأيمن عنصرًا طرفيًًا واحدًا أو عنصرًا طرفيًا يليه عنصر 
غير طرفى أو على الصورة 2 جه 5. 
لاحظ أن القواعد تكون تدرجًا هرميًا أى أن كل قواعد النوع 3 هى 

أيضًا من النوع 2 وكل قواعد النوع 2 هى أيضًا من النوع 1 وكل قواعد 

النوع 1 هى أيضًا من النوع 0. 
تصنئف القواعد أنَشَنا وفقا لكونها "حشامة للسياق" أو "سر مرنبطة 

بالسياق" أو "نظامية" كالآتى: 

(©) القواعد © يقال أنها حساسة للسياق 11176أ5مء02]6«0-5© إذا كانت النواتج 

على الشكل 

“ونه ج ومع 
ونأنتى هذه التسمية نتيجة لإمكانية تبديل 4 ب #6 فى الكلمة فقط إذا 
كانت 4 تقع بين 20 *©. 
(5) القواعد 0 تسمى "غير مرتبطة بالسياق" 566-<16ه0ه إذا كانت النواتج 


على الشكل 
جم 
وتأتى هذه التسمية من حقيقة أننا نبدّل المتغير 4 ب 6 دون النظر لموقع 
هوق 4 
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(©) القواعد © يقال لها :ذاداعه: نظامية إذا كانت النواتج على الصورة 
مج 53 (8ه ىج ىم 4 جد م 
يلاحظ أن القواعد من النوع غير المرتبط بالسياق هى نفسها القواعد من 
النوع 2 وأن القواعد النظامية هى نفسها من النوع 3. 
مسألة محلولة 9.1 عيّن نوع القواعد © المكونة من النواتج: 


01 ك5ا08515» لاأع1طبت 2 35 لاللتقىع 01 عملز) عط علملممعاء12 9.1 تسمعاطوع 0ع لوك 
0 عط 


6ج 4 ,مج 8 ,248 ج 4 ,نن جه ى (ن) 

8 ج م ,زم ج 8 ,8م ج 8م ,248 جه ى (ط) 

48 جح 8 ,مج م ,6 جح 48 ,248 ج ى (ع) 

© جم ,28 ج لم ,ه ج 8 ,ْم ج 8 ,مم ج 8 ,8ه ج 3 (04) 


الحل: 

() كل ناتتج على الصورة ه ج 4, أى أن المتغير على الجانب الأيسرء فيكون 
© من النوع غير المرتبط بالسياق أو من النوع 2. 

(6) طول الجانب الأيسر فى كل ناتج لا يزبد عن طول الجانب الأايمن 
ويالتالى © من النوع 1. 

09 الناتج ه جه 48 بعنى أن © من النوع 0. 

) © نظامية أو من النوع 3 حيث كل ناتج له الصورة هج 4 أو 8ه + 4. 


آلات الحالة المنتهية وعسنتطع ه81 )52 عأانمك] 
آلة الحالة المنتهية أو (الآلة التتابعية التامة) 34 تتكون من 6 أجزاء: 
(1) فئة منتهية 4 من رموز المدخلات. 
(2) فئة منتهية 5 من الحالات "الداخلية" ”ادمرعاما”. 


(3) فئة منتهية 2 من رموز المخرجات. 
(4) حالة ابتدائية مى فى 5. 
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(5) دالة كر تسمى دالة الحالة التالية, ى ج 4 »ا تر. 
(6) دالة المخرّج ع, 2 ج 4 »ا 5 أع. 
يرمز لمثل هذه الآلة 24 بالرمز 

( ىم 5,2,5 ,)1/1 - 1/1 


عندما نريد أن نبين أجزاءها الستة. 
مثال: فيما يلى نعرف آلة الحالة المنتهية 24 التى لها رمزان للمدخلات 
وثلاث حالات داخلية وثلاثة رموز للمخرّجات. 


ألام12 0/لاا طاالاا 1ط عونطء213 م5121 عاأتمظ 2 5علقع0 عمابده10له؟ ع1" .علم تددم 
:5 اأالتاماناه عع82) 3210 ,5ع]5)2 لقطععادا عععط رعآهط لزلا 


(1) (طره) - 4م 

(2) (جك ررك روى) -اى. 

(3) 21 ,نز حدم 

(4) مك 51216 1أ2لالم1. 

(5) دالة الحالة العالية «مناء0ن؟ 5)1-ءعم ى ج 4 عا ى تر معرفة كالا نى 


مك - (ه.يىأر ,وى - (© بكار درك - (©.وكار 
5د (طميى) ل .سد (طءىه)ر .يدح (ط.مى)ل 
(6) دالة المخرّج 2 ج 4 »ا ى :م معرفة 


كالا نى 
© > (مموكام م > (ه.,دا)م 0 
)م 


بر > (طريداعم ,: - (ط 


مسألة محلولة 2 نعتير الكلمات 
#طوط د بر لمج “#زتذوطننو دير 


أوجد: (ع) :لاا (8) :لها (©) 
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5 16 0251061 9.2 تررءأطوع2 50160 
#طهوط د با لمح *زذوط 2ه دير 
2د (ع) :14 (ط) :لاما (©) 110 
الحل: تكتب حروف الكلمة الأولى تتبعها حروف الكلمة الثانية: 
2 نزذىنن - (*ضدم)( توم ) د بيع (©6) 
خوط ته “طوط - (تؤثمطته)( *طهط) در (() 
2ن زوز - (*طعط)( ةطوط) اح بور ع 2ب 9 
مسألة محلولة 9.3 ما هو الفارقء إن وجدء بين شبه الزمرة الحرة على 
الأبجدية 4 والزمرة الأحادية الحرة 71082010 أع:7 على 4؟ 


-561211 غ15 111 تاعع بتااع0 011122212 11 301/15 11 ,أقط املا 9.3 مسعاطوعظ 50150 
07 202010 عع12 عا هه 4 أعطقطم21 مد ده وتامزع 


الحل: شبه الزمرة الحرة على 4 هى فئة جميع الكلمات غير الخالية فى 4 
تحت تأثير عملية التعاقبء لكن الزمرة الأحادية الحرة على 4 تحتوى على 
الكلمة الخالية 2. 
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1261101 10 ع متأمعدع رمع 
تمثيل فى الذاكرة 
اجتياز 00 
كألعاء العم لوتممواظ 
معاملات ذات الحدين 
مخططات ثنائية التجزىء كتامومع ع11دم81 


جبر بوليانى عع 21 قدء 8001 
تعاريف يفتك 
ثناثية لل 


ك5أألاءاء 300 5عاوع عأع10[ 


بوابات ودوائر منطقية 


معابر نوز | 
06 
فصول الفئات كاع5 01 0135565 
خواص الإغلاق 5م70 0105016 
توافيق لاط م0 
قوانين التبديل داق[ 010101211109 
قانون متمم بها امعدوع امه 
مخططات تامة عقطووعع عأعامصه © 
105 )ةأء1 01 051]102م013) 
تركيب العلاقات 
تقاربر شرطية كأمعطاء )ماه أهمه 002011 
مركبات مترابطة 5امع2ممدرمء لعاءععصمه0 
ترابط لوا الماع مم60 
'نناقضات 000011200 


| قائمة المصطلحات العلمية (إنجليزى/عربى) 


ايخر 
دالة أكرمان 1 ا 0 مع عء ير 
جبر توططءعام 
قضايا 0100010005 
فئات 55 
خوارزميات تكقطا معام 
أشجار ثنائية 5ع لإمقولط 
| قليدسية محتلناءعناظ 
دوال 1 
كروسكال لعاك مك1 


الشجرة المولّدة 


م 
ابجدبة 


عع 3112118م5 
أعطة مام 
ك0 1151م 
5 
قوانين الدمج 


15[ لم 
35! 48550012117 


)8( 


225 1110221 ل5ممء821 


تقاربر ثنائية الشرطية 


علا قات ثنائية ممتنواءء بممداط 
أشجار البحث الثنائية 5عمعا طعمدء؟ بمهدن8 
أشجار ثنائية 6 8131 
عن أنا0طة 
تامة ع]ء [مرزمء 
ممندة اتا فا وسقت 
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مصروب 11:ماءة1 
منعكسة 10 فية ١‏ 
لوغاربتمية عاط ادع 10 
واحد لواحد 0116-10-0 
فوقية (غامرة) ممه 
تقريرية هده )زوممعم 
معرفة تكراريًا ل4عم6عل بإاءنازومنععم 
م( 
قواعد 0111 
نظرية المخططات لوزمعط) طمة: 0 
مخططات وطمة61 
ثنائية التجزرىء عأنعةملط 
تامة ع1 ملم 
منتهية اناك 
توءم عأطم:مطزمع مط 
تشاكل أحادى 1طام150101 
علد | 
نظامية 5 أناعء؟ 
شجربة 116 
تافهة لانن 
موزونة عاطم نع 
ف 


مخططات توءمة 5طموعع عنطم :مص رمعحصره1] 
طريقة هورنر لماعم ورعمنه1] 


عأماعءماءم ممأكنااء<ءع-100كتااع2آ 
المبدأ الشامل - المانع 


قانون الرسوخ /38| امعاهمدمء 10 


العد 
مبادىع العد 


000108 


كعم 11م 0002© 


نقاط قطع 060005 
لفل 

هيا كل البيانات 115 12263 

درجة الر أبن 7716 3 06 ععزعء10 


قوانين دى مورجان 5 و'ضوع 2ه 12/4 


قطر 101 

مسافة ع2 ة]015آ1 

ثنائية (تقابل) لخالك اها 
فل 

فئة خالية أع5 لإأموظ 

علا قات تنكافقٌ كمه غةاء, 731 اونا 

خوارزمية إقليدسية «صطناءمعا2 مدعل اعباط 


دوال أسية 5 0116111121 مآ 


4 


1 لأذقاءه)1*3 


دالة المضروب 
رمز المضروب 


1*3101131 1 


متتابعة فيبوناتشى ‏ ععمرعنالء5 أععوصوطا© 
مخططات منتهية قطموعع 16م 1 


ع1مأع12؟م 8صل أ أطنامء ,قاأع5 عألم 11 
فئات منتهية» مبدأ العد 


11011 51216 5 


آلات الحالة المنتهية 

شيه الزمرة الحرة منامعع ألمعة ععم*] 
دوال كو أ منا"] 
كعلاا قات كصه أأواء, 25 
أن أقتامعمممعء 
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بوابات منطقية 5 1ع08.آ 

تكافؤ منطقى عع73162 أنالء أو6أع0آ 

عمليات منطقية 5 أنقءأ1.08] 
0110 

آلات يد 

منتهية الحالة 581 ع نم11 

دوال رياضية عل [دء2)1 مسعطند ]كا 


استنتاج رياضى «مناعنلها امع ناه ممعطاقك/3 


5 562121111118 10111لز أ أ ك8 


الأشجار المولدة الأقل 
متعدد المخططات دتأمةءع ]اناما 
لف 
15 0112121111160 01 لرملندوء لا 
نفى التقارير المسورة 
ترميز ولف | 
لق 


دوال واحد لواحد 1005ع2لة عمم-ماءعم0 
دوال فوقية (غامرة) 


5 ل05002:6نا لتتة لعمع070 
ع ءً 


01210 5 


تجزيئات مرتية وغير مرتية 
م 


علاقات مرتبة 5مه0)قاع؟ ع ملرعلءه أونضيوط 


تجزيئات 2005 
مثلث سكال عاع موق و'أدءموط 
مسارات 5)م 


122005 


تباديل 


2110112[ 122165611211025 01 5 


التمثيل التصويرى للعلا قات 


قانون التطابق ع3 ! واأنخصع 1 
5أ52 01 5ع5ك3[ح 0م1022 


علاقة عكسية مملغماء: عورع م[ 
دوال منعكسة 5ل ع اطتذى برل[ 
قانون الالتفاف 1307 نتن ام حم[ 

كطمقعع عتطصهتره15 
مخططات فى تشاكل أحادى 

01 
إغلاق كلين ل ل ظطكه عتتوماك عمععلك»! 
(1) 

مخططات (معلمة) قطموعع لعاءعط3آ 
لغات | 
قوانين: ]1 
جبر القضايا 55م60غ](ومممءم 2ه ووطععاج 
جبر الفعات 5 01 78طعع21 
إدماجية 255001 
نيد يبلية 011101311707 
متممة أمع در امدرمء 
دى مورجان ع1 
تو نغية علاقان طأم وك 
الْر سوخ 011 م رع 1 
التطابق اصع 1 
الالنفاف سنن لتر 
دالة لوغاربتمية موتأاعصن؟ عتسطا هع مآ 


5 نا [5111022ممع2م 3020 عاأعم0.آ 


المنطق والحساب التقريرى 
دوائر تطة 5 


5 لاء1أت عأع08.آ 
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متخالفة عأأء لمصطلاك اه مبدأ (خن الحمام) عامتعساعم عامطدمعع 1زم 


ثنائية لمقضتط فئة القوى أع5 رع لالم 
تركيب 05 514102مم طرمء ميادئ حت ل ءا 
تكافؤٌ 216 نالع العدٌ لام 
دوال ك 5 05 ناء انا؟ الشامل - المانع «صوأدناءءء-دهنكناءمآ 
معكوس 1/15 التجريد ممتاعةماوطة 01 
مر نبة جز يا عملعلعه ادتاتهم الثنائية !بال 1ه 
10 مع دع رمع 2 16101131م المد 01 01 

تمثيل تصويرى 8 نام ,كاعد عأأما؟ 01 
انعكاسية لالع []ء] الفئات المنتهيةء العد 

)5( الم لدع 1 أقتصء 21 601 
متمائل أ 5 الاستنتاج الرياضى 
متتابيعات 5 ]| التعويض 110 01 
عمليات على الفئة 5 56 ع الحمام ع آم طممععأم 
نظرية الفئات لدمعط! )»5 ]| قاعدة ضرب عانء أعناله16م 
فئات :5 | قاعدة جمع 1لا 171لا5 
فصول 055 طابور الأولوية عناء ناو 1110213 
فصول مفهرسة وعدكقاء لعاعلما ْ فئكات ضرب 5 )عنالمع2 
فئات القوى 01م دوال القضايا ‏ 05مأءمل/ لهدهغ)أدمممم<]آ 
رموز 515 قضايا 2000115 
فئة الحل أ5 5011011011 (©) 
7 صات 56315 صنو ار 001 
مخططات جزئية قطموءع طناك [فيق 
فئات جزئية كانت 5 انا لمعم لعل نزاء/ازورناعع1] 
علاقات متمائثلة 5 حأنما 2120 ز5 | دوال معرفة نكر انا 

25 ش علا قات انعكاسية 5 2اع2 علالع اطع 1 
صوابات منطقية 5 ]| مخططات نظامية كطاموقع عدانعع؟] 
نظريات :كة1601 | علا قات كع ] 
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علا قات 15 

فئات جرئية 5015 

إغلاق متعدى تناكول 176 ]13051 

مخطط شجرى طموعع عع 

درجة الرأس أن ععروعل ععارع 

علا قات متعدية كم لماعم ءانا نومة 1 

مخططات شجرية تمدع ع1 

مخططات تافهة 011141 

جداول الصواب 65 لطة1 طأنمل” 
لفق 

الفئة الشاملة 1751ل 
فذ3 

مخططات قفن 5 تنو /ا 

ر أشن اع امع 31/7 
إفيف 

مخططات موزونة كطمقعع لعغطعاء ا 

كلمات 2015 


حجة 

جبر بوليانى 
توفيق 

تعاقب 

دى مورجان 
ثنائية (تقابل) 


5 01 72طع218 
211 
ومطعع 21 موم1ه28200 
اطلام 
600611 
10011 
2117ل 


علا قات تكافؤٌ 55ه12)1ء: ععمء!2؟أناوء 


مكافئات 
فئات 0 نتتع ب 


المانع - الشامل 


دالة منعكسة 
دوائر منطقية 
تجزئيات مرتبة 
معلت يكال 


تباذيل 
قضايا 


خلءة الية 1 اعك 

11211]6 5 

1100 -1015101] 1522 
لاعس عاط م1117 
5أأناءدكء عزعو1ا 
5 لع0106 
عاع ةما 5'أوعك5ة:<]1 
721 

1ت 


|0115 


عناك10ء ع أعأاع لاط زد للة علاأهاعء [[ع] 


إغلاق انعكاسى ومتماثل 


ت 47ت 


ااانا 


0115 1ع 1م ااا /دء لذن 6 برلن؟؟5 


... ©1171] ع تاخ عينوط ع*م هك بنيهرز درع جا ثلا 
اعمهع أداء فع»ه١:‏ ااذخ5 داهلا عبط 


300 ,كعكاههط )دع لإاغأطوأء يبن نا 15 وقضأطونامام 5سنامعط لورعمك ه16 لاوناط 100 دزاعئز! رناملز | 
131171132115 عاع »215 1ه 0011117 ل[35عا 5/17310171*5 ,اناوج 0غ 16لا ألم لاوناأك لأعبك لعه0 ناولا 
ملا ناولا دع/اآن علأآنان /الناأك ©1011 0]-طقاط رعك5معل0جممع- نعم ناك علط 1 !ناملا :ه50 أعع4رعم ذأ 

©2150 عط 4ه ضهاأ 723 تدأ بباممعا 5غ ممعم ناملا 


1 كعككم 1خ ]برعم زاك 


005 ووأدعدعا الا 19 أ أأءكاء 5كا3م ©4111نا0 بزكوع كاأطا ,لاو ناه مباأاعع4هع رعاءآنان عه أازن8 
.311011211 2150051 صق لاناة؟ ,5351 26165 مر طعاهم عغعىت 5أل وواءءأكهم معلودم خوط 


لانماععم 5ه 


179أء نامع بلاط 5ك1أهه9ط2 ناولا كأغأأننا 00عمك 0غ لع06 ناوللا عورا عط معطكداك عأرعمعاة لال ؤأد-كاءزن © 
م35 5ذنط !1 ./لا2601كا! 0غ ناولا كأاعممناكء 0وؤو5ع1م2عم عط 5أتلأمصعدهه عط 0غ 3415 لء طاهم مغموىن ول 
1351-1511 عكهط) لل هقط تنه ,للاءالاعم لموعرع-عام رمه 223101مع1م أوع) 0] أعع ناعم وذوءدثل#آن0 
5111236410115 تنوك 

7 1 لا اكشنا-11]آ 


للا عا ركعكأنان 0م51 انا 1*5 5 01 لإأأن0طأنات عطغ 1ه 10090 داولا ءبأن وهم ان 0 برووع 
53302505 أألمع30ع3 أععطواط عطاعمع لاعويير عط لون ممق 

اع /لا 2 لارانا1 5 عا_اظام-)>اعمط)>زاع درق 
عع اللاي 3ت 3215 ددع 5ط در عأ 15ك لالناأ5 ناه لا كأع| 014/10 بزموط 5نطة ,عاطهغ:مم 300 أعومصو»ن 


!رملا 0 ع 11 1ع 414:5]زاهم 1 ا 5 


111 ط-211 يلا ناه لا 21طلالا ناوهلا ©177أنو 1155 6ن © لزاموع ع سجطع5 .عد ذا لمرمهؤغؤوط عااج و :4ج | 
!611 ع7 ©1017 3020 ركاعه نلا دكدذع! طأاللا ردع 2ن 

4117لا 0 لط35عا 5173101115 . لوللا هع عط 3215 مرعطأاجهطم عمأمانىن ؤزل 4ه مو رعودوهة همل )مج 
65 لاأضعام طغاللا كم 21 سعط هم عغأعى 15ل 202514 بولا دماعط وع141و دده ط) قلا وأاوععوزج 4ه 
وضاأطء دع 5 1غم©10-256أم 23؟ ادع يلاعم عط 350 رذع ووةز لزنه طيعمد ركودهة 41ج 51د ن أل 
عطخ 15 كاطخ ,لإاأأعءهطاناة 26230601 508 0 1غ2]نامة؟: 5 لإناقطء 5 لإط لوععاء 83 .دع ناو أصطاءءة؟ 
00119 15 7:5الاقطء 5 أحطع؟ للا 2ك! 51611061215 .51نا؟1 320 1 نولا 5أمع ل نأك عكوآنان بال أده 
(غأآا مفععص7 لاعطة ضعطيلا سعط هع معط عط هع 


عال؟ لإالدع1؟-)معلبع؟ ٠‏ 5 لإلناع5 عأء 0 ٠‏ 
معام غأوعغ 10 عغععأرعط ٠‏ 2 وعاطقع ععصداع-ج-م ٠١‏ 


وم اسهودودت |81 لل-تدده ونان 14[ عدر 


55 : 5 
حدمت. ا1تط- تدوع عحم. دعام 0ط بتنحايت ناه كنا أزوزيا 
لاما مماونع علطة جم 
مكمه 
227290 


ومو عع جقووووووزي ا ووودونو [ البروسوو مولو ولق مويك وريج وديس 37 7 [#عرية نراقي 0 


/ لاو لاثر فر بولامظة 


ابد عار 


0171م 1505اط. 0م3512 


